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PREFACIO

O objetivo desta publicacdo é claro e definido pelo seu autor, Hugo Me-
nino, na introducdo: um contributo para a formacdo inicial e continua
de professores dos primeiros anos de escolaridade, neste caso 1.2 e 2.2
ciclos do ensino basico. Eu diria que esse objetivo é bastante consegui-
do para o 1.2 ciclo, deixando as raizes para se seguir uma nova publica-
¢do para o 2.2 ciclo, aprofundando o mesmo tema, “Aprendizagem dos
numeros e operagdes”, no ambito dos nimeros racionais. Desafio que
deixo ao autor, pois acredito nas suas competéncias para o conseguir.

Tendo em conta a importancia que o autor atribui, e bem, a exploracdo
da Matemadtica em articulacdo com a sua histéria, a que voltarei mais
tarde, talvez um pouco de histéria acerca da formacgao inicial dos pro-
fessores dos primeiros anos de escolaridade também ajude a perceber
o tempo em que surge este livro.

Os professores do 1.2 ciclo da minha gerac¢do estdao agora todos apo-
sentados. Muitos deles aposentaram-se bastante cedo, em termos de
idade, estando uma das causas relacionada com a sua formacao inicial:
0 5.2 ano liceal (equivalente ao atual 9.2 ano de escolaridade) e uma
formacdo posterior de dois anos nas Escolas de Magistério Primario.
Dai que iniciassem a sua atividade profissional (em escolas com con-
dicBes dificeis) a partir dos 19/20 anos de idade. Claro que mais tar-
de, esta formacgdo, pouco complementada com formacdo continua, foi
sendo sentida como insuficiente para lecionar todas as areas curricu-
lares de forma articulada nos primeiros anos de escolaridade E tal foi
reconhecido ainda antes do 25 de abril, nomeadamente pelo entdo
Ministro da Educagdo Veiga Simao, que criou o decreto para o nasci-
mento das Escolas Superiores de Educacdo (integradas em Institutos
Politécnicos), substituindo as Escolas de Magistério Primario, e com
um curriculo de formag¢do com duragao superior. O objetivo foi permi-
tir o aprofundamento das tematicas objeto de ensino dos futuros pro-
fessores, no pressuposto de 6 anos de escolaridade obrigatdria. Além
disso, passou a ser exigido o antigo 7.2 ano liceal e depois o ensino
secundario completo para entrada nessas escolas. Mas s6 depois do 25
de abril de 74 foi possivel concretizar esse objetivo na formacgao inicial
de professores.
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As Escolas Superiores de Educagdo foram fazendo o seu caminho, que
comec¢ou em meados dos anos 80, procurando definir curriculos para a
formacao inicial com o melhor equilibrio entre a componente das Cién-
cias da Educacdo e a componente que abrange todo o conhecimento
cientifico e didatico dos varios conteldos que fazem parte de todo o
curriculo do 1.2 e 2.2 ciclos do ensino basico, sempre com a preocupa-
cdo de articular o conhecimento sobre o que se vai ensinar e o como
ensinar.

A Matematica, como ciéncia estruturante do pensamento, e a sua di-
ddtica, também teve de percorrer o seu caminho para se afirmar nos
curriculos das Escolas Superiores, pois para alguns, nos conselhos cien-
tificos das instituicdes, ndo era desse conhecimento que mais neces-
sitavam os alunos, sendo, por vezes, referido que estes alunos, com
12 anos de escolaridade, “de Matematica, ja eles sabem muito”. Mas
gue sabiam esses alunos do papel desempenhado pela Matematica ao
longo das civilizagdes, bem como da sua evolugdo, para melhor com-
preender o seu papel no mundo e assim melhor motivar os alunos
para descobrirem este mundo tdo fascinante? E, nessa formacdo de 12
anos, que conhecimento tinham eles sobre o como ensinar? Como se-
lecionar materiais, construir tarefas para os alunos, que proporcionem
uma aprendizagem com compreensdo? Como conseguir um contexto
para a aprendizagem, com uma comunica¢ao adequada, com multiplas
representacdes de ideias e procedimentos matematicos?

O autor deste livro teve uma formacdo inicial em que algumas destas
preocupacdes ja se faziam sentir e todo o seu percurso profissional e
académico, como professor-investigador reflexivo na instituicdo que o
formou, levou a um amadurecimento sobre todos os aspetos anterior-
mente referidos e outros que sdo apresentados neste livro. Hd quem
diga que o objetivo da formacgao de professores é “iluminar caminhos”;
estou, pois, certa que este livro € uma boa fonte de energia verde para

os caminhos que os professores dos primeiros anos vao percorrendo.

Relativamente a cada capitulo, direi que o primeiro me seduziu logo
para as leituras seguintes. Explorar a Matematica através da sua histo-
ria, e construir tarefas adequadas a alunos dos primeiros anos, que os
ponham em contacto com o passado e, a0 mesmo tempo, promovam
o seu envolvimento ativo na exploragao dessas tarefas, nao é facil. Mas
é muito importante, pois permite entender a Matemdtica como uma
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atividade humana permanente que atravessou civilizagdes. A evolugdo
dos simbolos utilizados para representar os algarismos, dos diversos
sistemas de numeragdo e a sua comparagdo até se chegar ao siste-
ma hoje utilizado, a partir de textos histéricos, esta bem documentada
neste livro.

Esta presenca da histéria da Matematica continua na secdao dos Nu-
meros irracionais do capitulo 2, com a abordagem a dois dos nimeros
irracionais mais importantes, o nimero Pi e o nimero de ouro. E esta
abordagem continua no terceiro capitulo, Operagbes nos primeiros
anos, em que destaco a referéncia a multiplicacdo e divisdao egipcias,
que proporciona contextos para os alunos investigarem e aprenderem
Matematica. Que bom colocar os alunos perante tarefas que desper-
tem a sua curiosidade e os levem a colocar hipdteses e a verifica-las!
E o caso da multiplicacdo egipcia referida no livro, em que os alunos
terdo de especular com as suas intuicGes como é que os egipcios efe-
tuavam todas as multiplicagdes, multiplicando apenas por 2 e por 1. E
uma verdadeira atividade de investigacdo e é a partir desta ideia que
salientarei outros aspetos diddticos que estdo presentes neste livro.

O autor refere na introducao a sua perspetiva para a formacao de pro-
fessores na drea da educagdo matematica, rejeitando, e bem, a légica
aditiva (conhecimento matemadtico primeiro e depois conhecimento
didatico), optando pela conexdo entre os dois tipos de conhecimento.
O professor tem de ter um conhecimento profundo dos conceitos e
procedimentos matematicos, mas tal ndo é suficiente se ndo selecionar
e/ou construir tarefas adequadas aos seus alunos, tarefas que deem
énfase as conexdes entre, por um lado, os temas matematicos, as di-
versas representacoes de ideias matematicas, e, por outro, o quotidia-
no dos alunos, as outras dreas curriculares (tdo importantes nos anos
em que prevalece o regime de monodocéncia) e o mundo real.

Diria que, na generalidade, as tarefas propostas tém estas preocupa-
¢Oes didaticas. Basta atender a certa terminologia usada nas propostas
— analisa, discute estas estratégias de resolugdo do problema, anteci-
pa outras estratégias, investiga e explica o teu raciocinio, representa,
formula um problema que..., mostra que ..., comenta a sequinte afirma-
¢do —, bem diferente de uma terminologia quase reduzida a calcula,
efetua.

Para finalizar, gostaria de destacar que o terceiro capitulo mostra a
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influéncia que o projeto de investigacdo Desenvolvendo o sentido do
numero: perspetivas e exigéncias curriculares (DSN) teve e continua a
ter no desenvolvimento profissional de todos nés como formadores de
professores, projeto apoiado pela FCT, em que o autor participou ativa-
mente como investigador, com outros colegas da ESECS/IPLeiria, ESE/
IPLisboa e ESE/IPSetubal, a convite da coordenadora do projeto, Joana
Brocardo, da Escola Superior de Educacdo de Setubal.

Maria Isabel Azevedo Rocha
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INTRODUCAO

Este livro pretende ser uma ferramenta de trabalho com utilidade para a
formacdo inicial e continua de professores dos primeiros anos da Educa-
¢do Basica, em particular no ambito do trabalho desenvolvido no estudo
dos numeros e operacgoes.

Na Educacdo Basica e pensando mais especificamente nos 1.2 e 2.2 ciclos
do ensino basico, a formacdo de professores deve, na nossa perspetiva,
ser feita numa ldgica de aprofundamento conceptual ao nivel do conhe-
cimento sobre aquilo que é objeto de ensino e aprendizagem, mas tam-
bém ao nivel do aprofundamento diddtico relativamente a forma como
as criangas aprendem matematica e a forma como esta deve ser ensi-
nada. Acreditamos que o trabalho na formacdo de professores destes
anos deve ser feito, ndo numa ldgica aditiva, no sentido em que primeiro
aprendem matematica e depois aprendem formas de promover apren-
dizagens em matematica nos seus alunos, mas antes numa légica de in-
ter-relacdo das duas dimensdes.

Os professores em formacao, inicial e continua, precisam de compreen-
der a relevancia de uma formagdo matematica sélida, que se traduzira
na melhoria das aprendizagens dos alunos, bem como no desenvolvi-
mento de atitudes positivas relativamente a matematica. A formacao
em matematica deve ser perspetivada em termos do proveito que dela
podem fazer para o exercicio da sua profissdo. Isto significa que deve
existir uma preocupacao sistematica em aprofundar de um ponto de vis-
ta superior a matematica elementar, mas a matematica elementar pode
e deve ser, sempre que possivel, o ponto de partida para o trabalho que
é realizado no contexto de formacdo de professores. Esta op¢do é aqui
assumida e justifica as opg¢des feitas na forma como os diferentes temas
sdo apresentados e aprofundados.

Adicionalmente, houve a preocupac¢do em evidenciar a importancia do
uso de uma linguagem matematica adequada, incluindo aspetos especi-
ficos da sua terminologia, ndo sé por uma questdo de rigor, mas também
para evidenciar a sua importancia para uma compreensdo significativa
da matematica.

Na estrutura do livro, organizado em 3 capitulos, procurou-se iniciar
com uma abordagem aos sistemas de numeragdo, no primeiro capi-
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tulo, dando énfase a aspetos historicos que ajudam a compreender,
numa perspetiva contextualizada e comparativa, as suas carateristicas
e aspetos distintivos. Simultaneamente, as tarefas propostas permitem
aprofundar conceitos e ferramentas do célculo e da algebra. Na nossa
perspetiva, esta abordagem é rica, potenciando uma compreensao mais
profunda, em particular, das potencialidades de um sistema de nume-
racao posicional e ajudando desde o inicio a perspetivar as implicagdes
didaticas do estudo do sistema de numeracgdo posicional indo-arabe de
base 10, pelas criangas.

O segundo capitulo incide sobre o estudo dos universos numéricos, par-
tindo do conjunto dos niumeros naturais, ampliando-o ao conjunto dos
nameros inteiros, depois ao conjunto dos numeros racionais e, final-
mente, ao conjunto dos numeros reais. Procurou-se clarificar conceitos
importantes para a Educacdo Basica, de um ponto de vista superior, evi-
tando, contudo, uma formalizagdo excessiva, sempre que se considerou
gue esta ndo era fundamental para a compreensdo dos aspetos tedricos
abordados.

O terceiro e ultimo capitulo dedica-se ao estudo das quatro operacdes
elementares, no universo dos nimeros naturais. E um capitulo com uma
forte preocupacao didatica, dedicado por isso a discussdo de aspetos
muito centrados no processo de ensino e aprendizagem dos nimeros e
operagoes.

Cada capitulo inclui, ao longo do texto, varias tarefas propostas, que
procuram ilustrar ou aprofundar os aspetos apresentados e que podem
ser utilizadas, num contexto de formagao, para a exploragdo dos concei-
tos, conduzindo a atividades de sala de aula que fomentem a discussao
de ideias matemadticas. Para alguns tdpicos elaborou-se também uma
sec¢do de exercicios e problemas resolvidos. No final de cada um dos
capitulos, apresentam-se tarefas complementares, algumas de carater
mais globalizante e que estabelecem conexdes dentro da matematica
(conexdes internas) ou com a realidade (conexdes externas).



SISTEMAS
DE NUMERACAO
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A matematica terd surgido ha milhares de anos, no periodo paleolitico,
associada a necessidades da vida quotidiana como por exemplo contar
0 numero de animais que se cacavam. Nestes primdrdios da contagem
pensa-se que se usavam termos muito simples como um, dois e muitos
(Struik, 1948). O periodo neolitico tera estimulado o desenvolvimento da
linguagem em associacdo a contagens simples, necessarias, por exemplo,
para as trocas comerciais. “Os registos relativos as transagdes eram fre-
guentemente conservados através de entalhes num pau ou marcas em
placas de argila, constituindo um primeiro esbogo de escrita matematica,
em que os numeros eram concebidos exclusivamente para efetuar con-
tagens” (Sequeira, Freitas e Napoles, 2009, p.11). Quando o conceito de
numero se foi alargando, os nimeros maiores foram representados numa
|6gica aditiva. Por exemplo, trabalhos antropolégicos com a tribo austra-
liana Kamilaroi, mostram o uso da seguinte sequéncia numérica: 1 = mal,
2 = bulan, 3 = guliba, 4 = bulan bulan, 5 = bulan gulida e 6 = guliba guliba
(Struik, 1948). Tal como aconteceu com a lingua falada e escrita, historica-
mente, diferentes povos e civilizacGes desenvolveram diferentes sistemas
de numeragdo com carateristicas proprias. Neste capitulo apresenta-se
uma classificagdo para os sistemas de numeragao, ilustrada por alguns
exemplos. Considera-se que, esses exemplos, apesar de ndo serem repre-
sentativos da imensa diversidade de sistemas que existiram ao longo da
histdria, apresentam relevancia para a formacdo dos professores.

1.1. Defini¢ao de sistema de numeragao

Um sistema de numeragao define um conjunto de simbolos que sao dis-
postos segundo determinadas regras para representar nimeros. Assim,
um sistema de numeracgao permite representar nimeros de uma forma
coerente, dando a cada um deles uma representacao Unica.

1.2. Classificagao dos sistemas de numeragao

Do ponto de vista histdrico é possivel identificar sistemas muito diversos
nao sé pelos simbolos utilizados, mas sobretudo pela légica de constru-
¢do da sequéncia numérica subjacente a cada um dos sistemas. Apesar
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dessa diversidade, os sistemas de numeracao sdo classificados em dois
grandes grupos, os sistemas de agrupamento simples e os sistemas po-
sicionais. Esta classificagdo assenta num principio distintivo essencial: os
simbolos tém ou ndo um valor posicional na representacdo (numeral).
Quando os simbolos tém valor posicional, o sistema diz-se posicional,
guando ndo tém, o sistema diz-se de agrupamento simples.

1.2.1. Sistemas de numeragao de agrupamento simples

Num sistema de agrupamento simples os simbolos assumem sempre o
seu valor préprio (ou intrinseco) e podem ser repetidos o nimero de ve-
zes necessarias para representar o nimero, sendo irrelevante a posi¢cdo
gue ocupam num numeral. Isto ndo significa que a ordem de represen-
tacdo de simbolos, de valor diferente, seja irrelevante, mas significa que
essa ordem ndo determina a consideracao de qualquer valor posicional,
como veremos em exemplos apresentados mais a frente.

TAREFA 1

1. Considere um hipotético siste- )
ma de numeragdo de agrupamen- Valorintrinseco
to simples que usa os simbolos -
indicados na tabela e em que um
| oA | 10

simbolo de maior valor tem de ficar
a esquerda de um de menor valor.

Escreva nesse sistema os numeros: n 100
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0 exemplo do sistema de numeragéo egipcio

Um dos mais antigos sistemas de agrupamento simples é o sistema
egipcio. Este sistema usa um conjunto de sete simbolos, cujos valo-
res proprios sdo poténcias de dez: 10°=1, 10!=10, 10%=100, 103=1000,
10%=10000, 10°=100000 e 10=1000000. N3o existia simbolo para repre-
sentar o zero. O quadro 1 apresenta a correspondéncia entre os simbo-
los utilizados, o seu significado e o seu valor.

~lINe

L = Ossode | Corda Flor de | Dedo a ~ Homem
Significado | Bastdo . Ra
calcanhar| enrolada I6tus | apontar espantado
Valor 1 10 100 1000 10000 | 100000 | 1000000

Quadro 1 — Simbolos do sistema de numeragdo egipcio

Para escrever um nimero no sistema de numeragdo egipcio repetimos os
simbolos o nimero de vezes necessarias para representar a quantidade
que queremos, comecando com o simbolo de maior valor. Relembra-se
que neste sistema de numeracdo cada simbolo s assume o seu valor pré-
prio, valor esse que ndo é alterado pela posigao relativa que ocupa no nu-
meral. Isto significa que para identificar o nimero que esta representado
basta adicionar o valor de todos os simbolos.

Reparemos no nimero representado na figura 1. Podemos observar que o
primeiro simbolo é um homem espantado que vale 1000000; seguindo-se
3 rds que valem, no conjunto, 300000 (100000 + 100000 + 100000); depois
temos 3 dedos a apontar que valem, no conjunto, 30000 (10000 + 10000 +
10000); seguem-se 3 flores de l6tus cujo valor total é 3000 (1000 + 1000 +
1000); depois temos 3 cordas enroladas que valem, no conjunto, 300 (100
+ 100 + 100); e, finalmente, vemos 3 ossos de calcanhar, cujo valor total
€ 30 (10 + 10 + 10); ndo esta representado nenhum bastdo. Adicionando
todos os valores verificamos que temos a representagdo do nimero um
milhdo, trezentos e trinta e trés mil, trezentos e trinta.
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Figura 1 — Representacdo do numero 1333330, talhada em pedra (fonte: https://
discoveringegypt.com)

Em sintese, no sistema de numeracdo egipcio:

e O valor de cada simbolo ndo varia com a posi¢do que ocupa no
numeral;

e Na escrita dos simbolos, comeca-se pelo simbolo de maior valor,
acrescentando sucessivamente os de menor valor, por ordem decres-
cente;

e Nao existe simbolo para o zero;
e (Cada simbolo pode ser repetido até 9 vezes;

e O numero representado resulta da adi¢do sucessiva do valor de
cada um dos simbolos.

TAREFA 2

1. Determine o numero representado pelo sistema de numeragdo egipcio.

L nnnnnnimm
Fillennnn

»Bheeen
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2. Utilizando o sistema de numeragao egipcio represente os seguintes
numeros:

O exemplo do sistema de numerag¢éo romano

Outro exemplo de sistema de agrupamento simples é o sistema de nume-
ragdo romano. Ainda hoje, em particular na realidade europeia, existem
contextos onde se recorre ao uso de nimeros escritos neste sistema de nu-
meragao, naturalmente por razoes histdricas. Por exemplo, na contagem do
tempo cronoldgico, os séculos sdo identificados com nimeros romanos.

O sistema de numeracdo romano usava 7 simbolos, 4 simbolos principais
e 3 simbolos secundarios. Os simbolos principais correspondem a po-
téncias de 10 (10°=1, 10'=10, 10?=100 e 10°=1000). Os simbolos secun-
ddrios representavam as quantidades 5, 50 e 500. Tal como no sistema
egipcio ndo existe simbolo para o zero. O quadro 2 sistematiza a corres-
pondéncia entre os algarismos romanos e o seu valor.



SISTEMAS DE NUMERAGAO | 19

Simbolos principais Simbolos secundarios

I X c M \ L D

1 10 100 1000 5 50 500

Quadro 2 — Simbolos usados no sistema de numeragdo romano

Para escrever um numero no sistema de numeragdo romano temos de
considerar dois principios complementares, o principio aditivo e o prin-
cipio subtrativo. Por um lado, o principio aditivo define que, quando
temos um simbolo a direita de outro de maior valor, os seus valores adi-
cionam-se. Por exemplo XVI = 10+5+1 = 16. Por outro lado, o principio
subtrativo define que, quando temos um simbolo a esquerda de outro
de maior valor, ao valor do que representa o maior se subtrai o valor
do que representa o menor. Por exemplo, IV = 5-1 = 4. Adicionalmente,
neste sistema nenhum simbolo se pode repetir mais do que trés vezes.
Vejamos a sequéncia dos 100 primeiros numeros romanos, no quadro 3.

1=1 21 =XXI 41 = XLI 61 =LXI 81 = LXXXI
2=1l 22 =XXll 42 = XLII 62 = LXII 82 = LXXXII
3=1 23 = XXl 43 = XL 63 = LXIII 83 = LXXXIII
4=V 24 = XXIV 44 = XLIV 64 = LXIV 84 = LXXXIV
5=V 25 = XXV 45 = XLV 65 = LXV 85 = LXXXV
6=VIl 26 = XXVI 46 = XLVI 66 = LXVI 86 = LXXXVI
7=Vl 27 = XXVII 47 = XLVl 67 = LXVII 87 = LXXXVII
8=Vl 28 = XXVIII 48 = XLVl 68 = LXVIII 88 = LXXXVIII
9=IX 29 = XXIX 49 = XLIX 69 = LXIX 89 = LXXXIX
10=X 30 = XXX 50=L 70 = LXX 90 =XC
11=XI 31 =XXXI 51=LI 71 =LXXI 91 =XCl

12 =Xl 32 =XXXII 52 =1l 72 = LXXII 92 =XCll

13 =Xil 33 = XXX 53 =Ll 73 = LXXII 93 = XCllI
14 =XIV 34 = XXXIV 54 = LIV 74 = LXXIV 94 = XCIV
15=XV 35 = XXXV 55=L1V 75 = LXXV 95 =XCV

16 = XVI 36 = XXXVI 56 = LVI 76 = LXXVI 96 = XCVI
17 =XVl 37 = XXXVII 57 =Ll 77 = LXXVII 97 = XCVII
18 =XVl 38 =XXXVIII | 58 = LVIII 78 = LXXVIII | 98 = XCVIII
19 =XIX 39 = XXXIX 59 = LIX 79 = LXXIX 99 = XCIX
20 =XX 40 = XL 60 = LX 80 = LXXX 100=C

Quadro 3 — Numeros romanos de 1 a 100.
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TAREFA 3

1. Escreva, em numerag¢do romana, 0s seguintes nimeros:

120
369

2. Considere o nimero romano CXLVIII. Escreva no sistema romano:

a) O seu sucessor.

b) o nimero que se obtém se Ihe adicionarmos 2.

c) o numero que se obtém se lhe adicionarmos 20.
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1.2.2. Sistemas de numeragao posicionais

Num sistema de numeracdo posicional, cada simbolo, num numeral, tem
um valor préprio (ou intrinseco) e um valor posicional que lhe é conferi-
do pela posicao relativa que ocupa relativamente aos outros simbolos do
numeral. Isto é, um simbolo adquire um valor posicional em funcdo da sua
ordem no numeral. Se considerarmos os numeros 11 e 111, do sistema
indo-arabe, que usamos quotidianamente, reparamos que o simbolo que
usamos é sempre o 1, contudo, estes representam valores diferentes, de-
pendendo da sua ordem. Detalhadamente podemos escrever:

11=1x10+1 111 =1x100 + 1x10+ 1

Quando o algarismo 1 ocupa a ordem das unidades, vale 1, que é o seu
valor préprio. Contudo, quando o algarismo 1 ocupa a ordem das deze-
nas vale 10 vezes o seu valor préprio. Ja quando o 1 ocupa a ordem das
centenas vale 100 vezes o seu valor préprio.

Num sistema de numerag¢do posicional, a existéncia do zero é funda-
mental, porque é este simbolo que permite assinalar uma ordem vazia,
evitando quaisquer ambiguidades na leitura e identificagdo de um nu-
mero. Poderiamos perguntar: sem a existéncia de um simbolo para o
zero, como poderiamos distinguir o nimero 202 do numero 22? Nesta
situacdo, no numero 202, é o zero que assinala a segunda ordem, o que
faz com que saibamos de forma imediata que o 2 ocupa a terceira ordem
e que vale 100 vezes o seu valor proprio.

O exemplo do sistema de numeragdo babilonico

Um dos sistemas de numeragdo mais antigos € o sistema de numeragéo
babilénico que ja estaria em uso na zona da mesopotamia antes do fim
do 3.2 milénio a.C., essencialmente para funcdes de cdlculo de quantida-
des de mercadorias e fung¢des contabilisticas (Estrada, et. al. 2000).

O sistema de numerac¢do babildnico era um sistema posicional com al-
gumas limitacdes, a principal decorria do facto de ndo existir um simbolo
para o zero. Usualmente era deixado um espaco em branco entre os sim-
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bolos, quando ndo havia unidades de certa ordem. Contudo, esta estra-
tégia de escrita podia gerar ambiguidades. A outra limitacdo resultava do
facto do sistema usar unicamente dois simbolos: ? para 1 e<{ para 10, o
que fazia com o que sistema mantivesse uma légica aditiva para represen-
tar as quantidades entre 1 e 59. O facto de nao existir simbolo para o zero,
significa que o mesmo simbolo (? ) sozinho, pode representar uma unida-
de ou 60 unidades ou qualquer outra poténcia de 60. Estas ambiguidades
ou fragilidades do sistema ndao eram na realidade assim tdo significativas
uma vez que o contexto permitia, em regra, interpretar a ordem correta de
cada simbolo ou conjunto de simbolos. Ainda assim, em alguns registos re-
lativos a periodos mais tardios, surge um simbolo do tipo 4™ que assinala
uma ordem vazia, mas nunca é usado na primeira ordem.

Mas afinal, como escreviam os babilénicos os nimeros? Os nimeros en-
tre 1 e 59 eram escritos numa légica aditiva, em tudo semelhante ao
sistema de numeracdo egipcio, combinando grupos de ? (entre 1 e 9) e
grupos de <{ entre 1 e 5. Nas combinacdes destes simbolos, os simbolos
de maior valor eram colocados a esquerda. A figura 2 apresenta a se-
guéncia dos primeiros numerais babildnicos.

71 P11 L 21 7 31 @y 1«4y 51
Y 2 v 12 w22 P 32 <« 22 <« 52
v s My 13 Hy 23 KT 33 Qm 43 (Q(m 53
T @i W20 HF 30 O 1 «T s
s W1s «W2s «F s (QW 45 (ﬁ(w 55
Mo (W1e W20 KF e <R <& so
&7 W1 B2 €T3 ¥ &F 57
e Wise «F 23 €T3 s I s
Fo FF1o «F2p «Fo o «F-
{10 « 20 4 30 ‘f? 40 ‘(ﬁ( 50

Figura 2 — Sequéncia dos numeros babildnicos entre 1 e 59. (Fonte: https://pt.wikipe-
dia.org/wiki/Numera%C3%A7%C3%A30_babil%C3 %B4nia)
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Como ja referimos, para representar a quantidade 60 os babildnicos usa-
vam o simbolo unitario, sendo que a distincdo entre 1 e 60 sé poderia ser
feita em contexto. A mesma ambiguidade existia para a distin¢cdo entre 2
e 120, 3 e 180 ou 4 e 240, entre outros.

A representagdao do numero 70 é: ?{ , em que simbolo ? adquire o va-
lor posicional 60. Assim ?{ pode ser interpretado como 1x60 + 10 = 70.

O numero 71 era representado assim: Y{ ? =1x60 + 11.

O namero 72 era representado assim: ¥ ¥ = 1x60 + 12.

0 conjunto de simbolos Y {{{YY representa a quantidade
21x60 + 32 =1292.

Como serd que representaremos, por exemplo, o nimero 436 no sis-
tema de numeracdo babilénico? Teremos de pensar nos agrupamentos
possiveis, atendendo a que na primeira ordem podemos ter a represen-
tacdo de uma quantidade entre 1 e 59, na segunda ordem, a represen-
tacdo de uma quantidade entre 1 e 59, cujo valor préprio é multiplicado
por 60, na terceira ordem, a representacdao de uma quantidade entre 1 e
59, cujo valor proprio é multiplicado 3600 (602). Verificamos que em 436
existem 7 grupos de 60 (7x60=420) e sobram 16, logo a representagdo
seria a correspondente a 7x60 + 16:

& {HF

A compreensdo deste sistema de numeracao deve-se, em grande medi-
da, a Henry Rawlinson que, em 1855, estudou um achado arqueoldgico
muito relevante, a placa de Larsa, cuja cépia da parte final pode ser en-
contrada em Estrada, et al. (2000) numa reproducdo de uma transcri¢do
parcial originalmente apresentada por Rawlinson, num artigo de 1855
(figura 3).
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Figura 3 — Reprodugdo parcial da placa de Larsa (fonte: Estrada, et.al. 2000)

Se nos centrarmos nos dois conjuntos de simbolos assinalados pelos retan-
gulos, verificamos que temos, em cada coluna, dez nimeros. No conjunto
mais a direita parece evidente que temos uma sequéncia de nimeros, o pri-
meiro é 51, o segundo 52 e assim sucessivamente até 60. Entdo que nime-
ros estdo representados na coluna mais a esquerda? Terdo esses numeros
alguma relagdo com os da coluna da direita?

De facto, se lermos o primeiro dos nimeros da primeira coluna, temos:
43x60+21=2601, que é exatamente o quadrado de 51 que é o primeiro nu-
mero da ultima coluna. Fica o desafio para que faga a verificagdo para os
numeros das outras linhas. A placa de Larsa é, na realidade, uma tabela de
quadrados perfeitos, usada provavelmente na formacao de jovens escribas
que as memorizavam, assim como tabelas de multiplicacdo, raizes quadra-
das e cubicas, entre outras.

Nos dias de hoje, ha duas marcas muito relevantes que remontam ao siste-
ma babildnico, a medicdo da amplitude e a medicdo do tempo. A amplitude
de um angulo é medida em graus, entre 02 e 3602, sendo que a amplitude
do angulo giro (uma volta completa) é 3602 (6x602). Para medir o tempo,
usamos agrupamentos que sao feitos de 60 em 60: 1 hora tem 60 minutos
e um minuto tem 60 segundos, logo 1 hora tem 60x60=60?=3600 segundos.
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TAREFA 4

1. Verifique que, na placa de Larsa, a quinta linha representada estabele-
ce de facto a correspondéncia entre 55 e o seu quadrado.

2. Justifique porque é que, na ultima linha representada, o simbolo para
50 é igual ao simbolo para representar o seu quadrado.

3. Escreva no sistema indo-arabe os seguintes nimeros babildnicos.

s - G

4. Escreva em numeragao babildnica, os nimeros:

) T
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0 exemplo do sistema de numeragéo maia

A civilizagdo pré-colombiana dos Maias, na América Central, foi uma ci-
vilizacdo que se estabeleceu varios séculos a.C., teve o seu apogeu entre
250 d.C. e 900 d.C. e se manteve, apesar do forte declinio, até a chegada
dos europeus (Coe & Houston, 2005).

As fontes relativamente a civilizacdo e numera¢do maia sdo escassas.
Contudo, sabemos que o sistema de numerag¢do maia era um sistema de
numeragao posicional, que integrava um simbolo ovalado que represen-
tava o zero, @ , € um conjunto de 19 algarismos de primeira ordem,
formados unicamente por pontos e tragos. Vejamos os primeiros nume-
rais do sistema na figura 4.

1 e c _® 11 2 6 =2
2 eoe 7 0@ 1 29 1 22
3 000 g 0060 13 e 15 220
10000 geeee 1, 0000 o ° 200
5 — 10 — 15 —

Figura 4 — Niumeros maias de 1a 19

-

Figura 5—Numero 20 em numeragao maia

A escrita da numeracdo maia era feita verticalmente, de baixo para cima.
Para os numeros compostos por duas ordens o simbolo das unidades era
colocado em baixo e o simbolo das vintenas era colocado acima. A figura
5 apresenta a representagdo da quantidade 20 no sistema maia. Nesta
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representagdo temos o zero na primeira ordem, com valor zero, e o um
na segunda ordem, com valor 20. Isto significa que, no sistema maia, os
algarismos que ocupam a primeira ordem mantém o seu valor proéprio e
os algarismos que ocupam a segunda ordem veem o seu valor préprio ser
multiplicado por 20 (1x20 + 0).

Seria de esperar que nas ordens seguintes o fator multiplicador fosse uma
poténcia de 20. Na terceira ordem o fator multiplicador seria 20%=400,
contudo ha uma irregularidade nesta ordem; de facto na terceira ordem
o fator multiplicador é 360. Vejamos o exemplo do nimero representado
na figura 6.

°
6x360=2160
(Y 2x20=40
— 5 2160 + 40 +5=2205

Figura 6 — Representagdao maia da quantidade 2205

Em virtude da irregularidade da terceira ordem, a quarta ordem cor-
respondia, por sua vez, um fator multiplicador 7200 = 20 x 360 (e ndo
8000 =20 x 20 x 20), a quinta posi¢ao correspondia um fator multipli-
cador 144000 = 20 x 7200 (e ndo 160000 = 20 x 20 x 20 x 20), e assim
por diante.

Esta opcdo relativamente ao valor posicional da terceira ordem teve
origem na forma como os maias faziam a contagem do tempo. Toman-
do como referéncia a unidade dia, os dias eram agrupados em 18 me-
ses de 20 dias e em anos de 360 dias. A contagem contemplava ainda
ciclos de 20 anos que por sua vez eram agrupados em ciclos maiores
obtidos das sucessivas potencias de 20.
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TAREFA 5

Nesta tarefa, considere uma simplificagéo do sistema de numeragdo maia e
suponha que, nas diferentes ordens, o valor posicional dos simbolos é sempre
uma poténcia de 20. Em suma, ndo considere a irregularidade da 3.2 ordem.

1. Identifique no sistema de numeracgao indo-arabe os numeros repre-
sentados abaixo.

O

)

c)
e
e
= |
]

a)

2. Escreva no sistema maia simplificado os nimeros seguintes.
a) b) c) d)
9645

3. Faga os seguintes nimeros cruzados Maias. Depois escreva os horizontais
no sistema de numeracao indo-drabe.

Verticais

1. 8616
2.8;180
3. 246; 301
4.160691
5.230




SISTEMAS DE NUMERAGAO | 29

O exemplo do sistema de numeragdo indo-drabe

O sistema de numeracdo indo-arabe é o sistema de numerag¢do mais
usado no mundo, no século XXI. A designagao do sistema encerra a im-
portancia de dois povos diferentes, um responsavel pela sua invencdo e
0 outro responsavel pelo seu aperfeicoamento e pela sua difusdo. Este
sistema tera tido a sua origem na india e era usado pelo povo hindu, pelo
menos, desde o século VIII. Os arabes, que mantinham fortes relacGes
comerciais com diferentes povos, incluindo os hindus, adotaram o
sistema de numeragdo e difundiram-no por vastas regides. O matemati-
co arabe Al-Khowarism (778-846) foi responsavel pela sua difusdo na eu-
ropa através do seu livro Algebra que foi traduzido para latim. A palavra
algarismo em portugués deriva precisamente do nome do matematico
Al-Khowarism. Também Leonardo de Pisa, mais conhecido por Fibonacci
(1170-1250) terad tido um importante papel na difusdo do sistema de
numeracgao indo-arabe, através da publicagdo, no inicio do século Xlil,
do livro Liber Abaci (célculo), onde descreve o sistema, discute a impor-
tancia do zero num sistema posicional e assinala as potencialidades dum
sistema deste tipo, nomeadamente ao nivel do calculo.

Os simbolos do sistema de numerag¢do indo-drabe evoluiram grafica-
mente ao longo do tempo, mantendo formas préximas das atuais desde
o século XVI. Os simbolos usados sdo os dez algarismos que todos conhe-
cemos:0,1,2,3,4,5,6,7,8e9.

O sistema de numeracao indo-arabe é posicional, logo os simbolos, além
do seu valor préprio, adquirem um valor posicional que lhe é conferido
pela posicado relativa que ocupam no numeral. Neste sistema, esse valor
posicional é uma poténcia de 10. Se considerarmos o nimero 123, veja-

mos a decomposicdo polinomial do numero:
123=1x10*+2x10'+3 x 10°

Sabemos que o algarismo 1 ocupa a ordem das centenas, o algarismo 2,
a ordem das dezenas e o algarismo 3, a ordem das unidades. De forma
simplificada, o valor do 1 é o seu valor préprio multiplicado por 100, o
valor do 2 é o seu valor préprio multiplicado por 10 e o valordo 3 é o
seu valor préprio.
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1.3. Base de um sistema de numeragao

Num sistema de numeragdo posicional o conceito de base do sistema é cen-
tral. Ainda que ndo referida explicitamente nas sec¢Ges anteriores, este con-
ceito estava subentendido em varios sistemas de numeragdo. Num sistema
de numeragdo, a quantidade que na primeira ordem implica a formagdo de
um agrupamento de segunda ordem é a base do sistema de numeragao.
Por exemplo, no sistema de numeragao indo-arabe, a quantidade dez impli-
ca o reagrupamento das unidades para formar um grupo de segunda ordem
(uma dezena), logo a base é 10. Repare-se que esta definicdo tem uma con-
sequéncia: a base é igual ao conjunto de simbolos de primeira ordem que
sao utilizados. No exemplo do sistema indo-arabe a base é 10 e existem dez
simbolos (os algarismos de 0 a 9). De facto, as duas ideias estdo intimamente
relacionadas porque quando se esgotam os simbolos na primeira ordem,
tem de se fazer um agrupamento de segunda ordem.

A opcdo pela base 10 tem sobretudo razdes de natureza antropomorfica
(temos 10 dedos nas maos). Contudo, ao longo da histéria de diferentes
civilizacGes e povos encontramos referencias a outras bases, em particu-
lar a base 5 (baseada nos 5 dedos de uma mao), a base 20 (baseada nos
dedos das maos e dos pés), a base 12 (baseada nas falanges dos dedos
de uma méao contados com a ajuda do polegar), a base 60 (cujas origens
dividem os especialistas). Ainda que utilizemos um sistema de numera-
¢do de base 10, podemos observar vdrios usos que remetem para bases
diferentes da base 10. Da base 12, a utilizacdo do termo duzia, a divisdo
do ano por 12 meses e a contagem das horas de um dia em dois grupos
de 12. Da base 60, a divisdo da hora em 60 minutos e do minuto em 60
segundos (aspetos ja referidos em secgdo anterior sobre o sistema de
numeragao babildnico).

1.3.1. Contagens em diferentes bases

Matematicamente, qualquer nimero maior ou igual a 2 pode ser toma-
do para base. Um exemplo com uma importancia extrema no mundo
atual é a base 2, porque é a base da programacao de um computador.
Sem ela o computador ndo funcionaria, nem seria possivel a interacao
entre o homem e a maquina.
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Nas pdginas seguintes procura-se apresentar a forma de construgdo da
sequéncia de numeros em qualquer base. Tomemos como exemplo o
conjunto de quadrados da figura 7 para proceder a sua contagem em
diferentes bases.

Figura 7 — Vinte e quatro quadrados dispersos

Depois de efetuar corretamente a contagem, podemos afirmar que ha
24 quadrados na figura. Contudo, apesar de termos representado essa
guantidade de quadrados por um 2 seguido de um 4, observamos que
ndo ha, no conjunto, o menor vestigio das quantidades representadas
por esses dois algarismos. Por que razdo é que esta quantidade se re-
presenta por 24? De facto, num sistema de base 10, a contagem destes
objetos tem subjacente uma organizacdo em duas dezenas e quatro uni-
dades (2 grupos de 10 + 4), como vemos na figura 8.

Figura 8 — Representagdo do nimero 24 na base 10
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E importante salientar que, matematicamente, ndo ha nada que nos
obrigue a fazer os agrupamentos na base 10. Alids é interessante
analisar como sera a organizagdo desta contagem numa base inferior
ou numa base superior a 10. Vamos considerar os exemplos da base 5
e da base 12 para fazer esta contagem. Mas antes, usemos a definicdo
de base para pensar que simbolos iremos usar. Se a base é 5 existem
5 simbolos (1, 2, 3, 4 e 0); se a base é 12 existem 12 simbolos (1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, A, B, 0). Na base 12, precisamos de 2 simbolos que ndo
existem na base 10, sdo por isso simbolos arbitrarios. Decidiu-se usar
sucessivamente as letras do alfabeto para representar quantidades
maiores que nove.

Quando faco a contagem na base 5, conto 1 quadrado, 2 quadrados, 3
quadrados, 4 quadrados e, quando conto mais 1, ndo tenho um simbo-
lo Unico para registar a quantidade, tenho de fazer um grupo de 5 uni-
dades, que represento por 10. Para saber que 10 estd escrito na base 5,
pOsso escrever 10(5). Note que 10(5) =1x5+0= 5(10). No numero 10(5), o
algarismo 1 ocupa a segunda ordem, logo vale 5, porque a base é5e o
algarismo 0 ocupa a primeira ordem e vale, obviamente, zero. Contan-
do mais um quadrado fico com 11(5); conto mais um e fico com 12(5) e
assim sucessivamente. A figura 9 ilustra esta contagem sucessiva.

1 2 3 4 10 11 12

Figura 9 — Inicio da contagem dos quadrados na base 5

O quadro 4 procura apresentar, de forma sistematica, a contagem dos
guadrados da figura 7 na base 10, na base 5 e na base 12. Podemos ver
a equivaléncia das diferentes representagdes, nas trés bases conside-
radas.
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Base 10

Base 5

Base 12

O 00 N O . B W N B

10 (1 grupo de 10)
11 (1 grupo de 10 mais 1)
12

13

14

15

16

17

18

19

20 (2 grupos de 10)
21

22

23

24 (2 grupos de 10 mais 4)

1
2
3
4
10 (1 grupo de 5)

11 (1 grupo de 5 mais 1)
12

13

14

20 (2 grupos de 5)

21

22

23

24

30 (3 grupos de 5)

31

32

33

34

40 (4 grupos de 5)

41

42

43

44 (4 grupos de 5 mais 4)

o > OW 00 N O U1 o W N -

10 (1 grupo de 12)

11 (1 grupo de 12 mais 1)
12

13

14

15

16

17

18

19

1A (1 grupo de 12 mais 10)
1B

20 (2 grupos de 12)

Quadro 4 — Representagdo da contagem dos quadrados da figura 9, nas bases 10, 5 e 12
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Analisando o quadro 4 verificamos que os 24 quadrados da figura se repre-
sentam por:

2x12+0

24 =2x10+4 44, =4x5+4 20

(10) (12)

Figura 10 — Representac¢do da quantidade 24 nas bases 10,5 e 12

E 6bvio que as trés representagdes correspondem & mesma quantidade
de quadrados, mas considerando diferentes agrupamentos decorrentes
da contagem em bases diferentes.

TAREFA 6

1. O sistema indo-arabe é um sistema posicional de base 10, utiliza 10
simbolos.

a) Quantos simbolos utiliza um sistema posicional que seja de base 6?
Quais sao?
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b) E se a base for 13, quantos simbolos terdo de ser utilizados?

2. Considere 20 objetos. Registe a contagem de 1 em 1 desses 20 objetos:

a) Na base 3.
b) Na base 6.

c) Na base 11.

Na situacdo apresentada nos paragrafos anteriores, apresentaram-se con-
tagens de quantidades que implicavam agrupamentos da base, na segunda
ordem. Contudo, para quantidades maiores é muitas vezes necessario fazer
agrupamentos de ordens superiores. Partindo do exemplo anterior, se em
vez de 24 quadrados tivéssemos 25 quadrados como irilamos representar
0 numero na base 5? Recordemos que 24(10) 44 . Na base 5 s6 temos os
simbolos 0, 1, 2, 3 e 4, logo 44(5) € 0 maior nimero de 2 algarismos possivel
na base 5, porque ndo podemos ter um valor superior a 4 nem na primeira
ordem nem na segunda ordem. Para representar a quantidade 25 resta-me
a opcdo de ocupar a terceira ordem. Entdo a representacdo de 25(10) é 100(5).
O algarismo 1 ocupa a terceira ordem e vale 5?=25.

Para quantidades superiores a contagem prossegue tal como exemplificado
no quadro 4 para as duas primeiras ordens. Assim, o sucessor de 100, e
101 O sucessor de 101 e 102(5 ; o sucessor de 102(5) é 103(5), o sucessor de

103(5) é 104(5), o sucessor de 104(5) é 110 5 € assim sucessivamente. O maior

numero de 3 algarismos na base 5 é o numero 444

Vamos analisar a quantidade 125
base 5 e na base 127?

Qual serd a representagdo de 125

(10)° (10)'
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Para escrever 125(10), na base 5, tenho de pensar na natureza dos agrupa-
mentos na base 5, sendo que o maximo de grupos que posso fazer é 4, in-
dependentemente de qual é a ordem. Vejamos as primeiras poténcias de 5
(com expoente natural): 5°=1; 5! =5; 52 = 25; 53 = 125,

Conclui-se de forma imediata que é possivel fazer um grupo da quarta or-
dem e que nesse grupo se esgotam as 125 unidades. Assim, 125, = 1000,
O algarismo 1 no numero 1000, vale 125.

Para escrever de 125(10), na base 12, tenho de pensar na natureza dos agru-
pamentos na base 12, sendo que o maximo de grupos que posso fazer é 11,
independentemente de qual é a ordem. Vejamos as primeiras poténcias de
12 (com expoente natural): 12°=1; 12'=12; 122 = 144.

Conclui-se de forma imediata que ndo é possivel fazer qualquer grupo de
terceira ordem, porque nessa ordem os grupos tém 144 unidades, o que sig-
nifica que tenho de identificar quantos grupos de 12 posso fazer. Conclui-se
que posso fazer 10 grupos de 12 e sobram 5 unidades. Assim, 125 A5
O simbolo A no nimero A5, vale 120 (10x12).

(10) = M2y

TAREFA 7

1. Em cada situacdo e sem efetuar cdlculos, determine em que base a
igualdade se verifica. Justifique.

20

10) = <o)

a) 2 S = 10 b) = 2L c) Ay

b)

21

(10) = “Hp)

d) 33, +45, =100, e) 9

= 100,, f) 23

(10)
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2. Escreva o sucessor de:

b) 1022,,

3. Indique quantos nimeros de trés algarismos se podem representar no
sistema de base 6.

4. Indique quantos numeros de dois digitos se podem representar num
sistema de numeragao de base 11.

5. Indique quantos nimeros de 3 algarismos, impares e maiores que 200
se podem escrever num sistema posicional de base 6.

1.3.2 Mudangas de base

Com numeros pequenos as mudancas de base sdo intuitivas e muito
imediatas, como se pode ver nos exemplos anteriores. Contudo, existem
técnicas que nos permitem fazer mudancas de base mesmo com nume-
ros maiores. Essas técnicas permitem-nos converter um ndmero escrito
numa base noutra base.

Para a aplicagdo das técnicas de mudanga de base é importante consi-
derar a natureza dos agrupamentos feitos em cada ordem em fungao da
base em que o nimero esta escrito.

Consideremos o nimero 123, Na base dez temos 1 grupo de 100, 2
grupos de 10 e 3 unidades. O numero pode ser escrito pela expressdo 1
x 10?2+ 2 x 10 + 3 x 10°. Esta expressdo designa-se por decomposi¢do po-
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linomial do nimero. Na base 10, os agrupamentos das ordens superiores
a primeira sdo feitos em poténcias da base 10, cujos expoentes aumen-
tam sucessivamente uma unidade (10* na segunda ordem, 10% na tercei-
ra e assim sucessivamente). Em bases diferentes da base 10 (considere-
mos uma base k), os agrupamentos sao feitos em poténcias cuja base é
k. A decomposicdo polinomial do nimero abcd na base k é a seguinte:

abcd(k):a xXK+bxkK+cxkl+d

De uma forma mais geral, podemos dizer que a decomposicdo polino-
mial de um nimero de n algarismos na base k é:

aa, ;..a,a,a

=a Xk''+a_ xk?’+..+a,xXk+a,Xk+a,
Considerar a decomposicdo polinomial do nimero vai ser essencial para
escrever, na base 10, um nimero escrito noutra base como veremos na
secgao seguinte.

Mudar um numero escrito numa base b (b>2) para a base 10

Dado um numero N escrito numa base b, determinamos a sua represen-
tacdo na base 10 fazendo a decomposicao polinomial do nimero escrito
na base b. Vejamos os seguintes exemplos:

4321(5) =4x53 + 3x5% + 2x5* + 1x 5° = 1AB(12) =1x12%+ Ax12' + Bx12° =
=4x125+3x25+2x5+ 1x1 = =1x144 + 10x12 + 11 =
=500+75+10+1= =144 +120+ 11 =
=586 =275
4321, =586, 1AB, = 275
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Mudar um numero escrito na base 10 para uma base b (b22)

Dado um numero N na base 10, para converter N numa base b temos de re-
fazer os agrupamentos de acordo com as poténcias de cada ordem da base b.

Vejamos um exemplo: 142 . ? ©)

Na base 5, cada ordem é dada pelas poténcias de 5: 5°, 5%, 52, 53 ... Or-
ganizemos as 4 primeiras ordens da seguintes forma:

? ? ? ?

Comecando da maior para a menor ordem, percebemos que é possivel
fazer 1 grupo de 4.2 ordem (125) e sobram 17, logo o algarismo de 4.2
ordem é 1:

1 ? ? ?

Ora, as 17 unidades que sobram ndo permitem fazer qualquer grupo de
3.2 ordem (25), logo o algarismo de 3.2 ordem é 0, mas podemos fazer 3
grupos de 2.2 ordem (5) e sobram 2 unidades que coloco na 1.2 ordem:

1 0 3 2

142 =1032

(10)

A mudanca de base pode ser feita, em alternativa, com recurso ao al-
goritmo da divisdo. O procedimento é iterativo e implica, inicialmente,
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dividir o nimero pela base, o que permite obter um quociente e um
resto; de seguida divide-se o quociente anteriormente obtido pela base,
obtendo um novo quociente e um novo resto; este processo repete-se
até que se obtenha um quociente inferior a base. O ultimo quociente
obtido é o algarismo de maior ordem e os restos, ordenados a partir do
ultimo, sdo os algarismos das ordens sucessivamente inferiores. Reto-
memos o exemplo anterior em que se pretende escrever 142, na base
5. Este algoritmo aplicado ao exemplo resultaria nas seguintes divisdes:

142 |5 Resulta que o 1 é o algarismo de quarta ordem, 0 0
é o algarismo de terceira ordem, o 3 é o algarismo
2 28 |5 de segunda ordem e o0 2 é o algarismo de primeira
ordem.
3 5|5

Concluimos assim, da mesma forma, que 142
01
1032(5).

(10) =

Mudar um numero escrito numa base b (b22) para uma base x (x22),

Nesta situacdo devemos passar o numero escrito na base b (b>2) para
a base 10 e depois mudar o nimero escrito na base 10 para a base X,
usando os procedimentos descritos nas sec¢des anteriores.

Vejamos o exemplo: 83(11): ? -
83,, =8x11+3= 91,, reagrupado na base 3:
Sees EEAEIESNESNEDSE
1 0 1 0 1

=91

(10)

83,,=10101,

(11)
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TAREFA 8
1. Escreva os niumeros abaixo em base decimal.

a)322, b) 41,

c) 21002, d)1A9

(11)

2. Escreva, nas bases indicadas, os seguintes numeros.

a) 310( na base 12

10)

b) 1034(5) na base 13

c) 14A__ na base 8

(11)

d) 158(9) na base 3

3. Indique qual é, na base Y>2, a representacao dos inteiros:
(a) Y+1
b) 2Y

c)Y?
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Exercicios e problemas resolvidos

1. Em cada situacdo e sem efetuar cdlculos, determine em que base a
igualdade se verifica. Justifique.

a) 33, + 45, = 100, b) 9., = 21, c) 22, =20

b) (10) = <o)

[a) b=8, porque 3+5=10(8)] [b) b=4, porque 2x4+1=9] E:) b=11, porque 2x11+0=22]

2. Escreva os sucessores dos seguintes numeros, nas bases indicadas.

a) 10011, b) 99, c) 19A ,,,
[ a) 10100 ] [ b) 9A ] [ c) 1A0 ]
3. Escreva:
a) 39,0 Na base 2 b) 382, na base 15 ) 311, na base 12

a) Para escrever 39, Na base 2 temos de determinar o nimero de agru-
pamentos de cada ordem, nessa base, comecando pela maior ordem
possivel. Verificamos que é possivel fazer um agrupamento na 6.2 ordem
(32),umna 3.2 ordem (4), um na 2.2 ordem (2) e sobra uma unidade que
fica na 1.2 ordem.

| 2°=32 | 2'=16 | =8 | 2%=4 [ 2'=2 | 2°=1_
1 0 0 1 1 1
39,,, = 100111,

b) Para escrever 382(10) na base 15 temos de determinar o niUmero de
agrupamentos de cada ordem, nessa base, comegando pela maior or-
dem possivel. Verificamos que é possivel fazer um agrupamento na 3.2
ordem (225) e sobram 157 unidades, entdo fazemos dez agrupamentos
na 2.2 ordem (150) e sobram 7 unidades que ficam na 1.2 ordem. Note-

-se que os 10 grupos de 2.2 ordem se representam por A.
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15=225 | 15'=15
1 A 7
382(10) = 1A7(15)
c) Para escrever 311(7) na base 12, temos, em primeiro lugar de escrever
311(7) na base 10 e depois entdo, fazer a mudanca para a base 12.

Assim para escrever 311(7) na base 10, fazemos a decomposicdo polino-
mial do niumero:

311(7)2 3x72 + 1x7 4+ 1x 7°=3x49 + 7 + 1 = 155

(10)

Para escrever 155(10) na base 12 temos de determinar o numero de agru-
pamentos de cada ordem, nessa base, comecando pela maior ordem
possivel. Verificamos que é possivel fazer um agrupamento na 3.2 ordem
(144) e sobram 11 unidades, entdo ndo é possivel fazer qualquer agru-
pamento na 2.2 ordem. As 11 unidades sdo colocadas na 1.2 ordem, com

o simbolo B.

12°=144 | 12'=12
1 0 B
311, = 108,

12)

4. Indique quantos nimeros de 3 algarismos se podem representar no
sistema de base 7.

Na base 7 uso os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Na terceira ordem posso
ter os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, num total de 6 possibilidades. Nas se-
gunda e primeira ordens posso ter os algarismos 0, 1, 2, 3,4, 5 e 6, num
total de 7 possibilidades. Logo a quantidade de numeros que posso ter
de 3 algarismos na base 7, obtém-se calculando 6x7x7=252.

5. Determine o valor de a de modo que 102a(5) = a50(6)
102a,=a50,© 1 X 5°+2x5+a=ax 6°+5X6 &
<1254+ 10+a=36a+30 35a=105<a=3
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6. Determine qual ou quais 0os numeros de 2 algarismos que se escrevem
na base 7 com os mesmos algarismos que na base 9, mas por ordem
inversa.

ab = ba ©

7a+b=9b+a(:>6a=8b<:)a=%7<:)a:‘g’

Sabemos que:

O a#b #0, porque ambos os simbolos ocupam a maior ordem.
0O a e b podem variar entre 1 e 6, porque ab é um nimero da base 7.
Entdo, verificamos que a Unica hipdtese é:a=4e b= 3.

Portanto: 43(7) = 34(9)

7. Sabe-se que ab(g) se escreve bOa(S). Determineae b.

ab(g) = bOa(S)

9a+b=bXx5*+ae=24b=8a< a=3b

Sabemos que:

ca#b+0

e ae b podem variar entre 1 e 4, porque bOa é um ndmero da base 5
Entdo, verificamos que a Unica hipdtese é a seguinte:b=1ea =3
Portanto: 31(9) = 103(5)

8. 96 e AB sdo representacGes da mesma quantidade em sistemas de
numeracgao cujas bases diferem duas unidades. Determine as bases.

Se 96 e AB representam a mesma quantidade e as bases diferem duas
unidades, o que estd escrito na base maior é 0 96 porque 9<A, entdo:

96, = AB

(X-2)
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I9Ix+6=AX(x—2)+Be9x+6=10x—2x10+11 &
S x=15

AB

Concluimos que: 96, = )

9. Determine o maior numero natural que ao ser dividido por 16 da um
resto que é metade do quociente correspondente.

N=16Xq+ 5
a
« 5 <16

e O maior numero natural (N) sera obtido considerando o maior resto
possivel e consequentemente o maior quociente possivel.

a
O maiorresto: ; =15 g=30

Portanto: N =16 x 30 + 15 =495

10. Considere os seguintes niumeros escritos nas bases indicadas: 12c(a),
a32 bbb(c), sendoa#b #c. Calculea+ b+ c.

@y

Analisando as relagbes entre a, b e c nos trés nimeros escritos, facilmen-
te se conclui que:

O0<b<c<ax<i4
Logo,a=3;b=1;c=2

Entdo,a+ b+ c=6
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Exercicios e problemas globais

1. A cultura Maia usou o sistema vigesimal. Criaram um sistema baseado
na posicdo dos simbolos, que incluia a utilizacdo do zero, um simbolo
ovalado que aparece em numerosos vestigios ou cédices maias.

1.1. Classifique o sistema de numeragao Maia quanto a sua tipologia.
Justifique a sua resposta.

1.2. Explique a importancia do zero num sistema deste tipo.

1.3. Identifique no sistema de numeracdo indo-drabe os nimeros re-
presentados abaixo no sistema Maia.

a) b)
o 22
O —_
= coe
T T
- -

1.4. Escreva 8411(10) no sistema Maia.

C )
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2. Em cada situacao e sem efetuar cdlculos, determine em que base a
igualdade se verifica. Justifique.

a) 13, + 65, = 100, b) 4,,=11,, c) 39,,,, = 30,
3. Escreva nas bases indicadas:
a) o sucessor de 10111, b) o antecessor de 9.,

E ) J

4. Determine quantos numeros de 3 algarismos se podem representar
no sistema de base 8.

5. Determine, justificando, quantos sdo os numeros de trés algarismos
que na base 6 sdao pares e maiores que 300.

6. Escreva:

a) 39 nabase?2 b) 382 na base 15

(10) (10)

E ) J
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c) 311, nabase 12 d) 1863, _ na base 12

(10)

E ) J

e) 673 na base 16 f) 1414, na base 11

[ ) J

7. Indique qual é, na base y>2, a representacdo dos inteiros:

a)2y*+1 b)y*+y

[ ) J

8. Determine o numero representado por a de modo que 5004(6): 994

(1)*

9. Determine o numero representado por a de modo que a36, = aad,,

4 h
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10. Determine a base do sistema de numeragao em que 356(b) = 650(8).

| |

11. Identifique quais sdo, na base 10, os numeros de 2 algarismos que
se escrevem na base 7 com os mesmos algarismos que na base 13, mas
por ordem inversa.

| |

12. O quadruplo de um nimero de dois algarismos subtraido doze uni-
dades é igual ao triplo desse nimero invertendo a ordem dos algarismos
e adicionando duas unidades. Determine esse nimero.

| |

13. O numero 118 escrito numa base desconhecida é 4 vezes maior que
o nimero 105 escrito numa base igual a metade da do primeiro. Deter-

mine as bases.
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14. Sabe-se que 300 e 135 sdo representagcdes do mesmo numero
em sistemas cujas bases diferem duas unidades. Determine essas
bases.

15. Determine os algarismos a, b e c de modo que abc =cba(9).

(10)

16. Fixe trés algarismos distintos e diferentes de zero. Forme os seis nu-
meros com dois algarismos distintos tomados dentre os algarismos fixa-
dos. Mostre que a soma desses niumeros é igual a 22 vezes a soma dos
trés algarismos fixados.

17. Considere os seguintes nimeros escritos nas bases indicadas: 131(4),
bb(c), 2c,, Calcule a+b+c.

C )
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18. Considere a seguinte igualdade: 136(m) + 33n(p) + 13m(n) = 44p(10).
Determine m, ne p.

C )

19. Se a um numero de 3 algarismos, com 9 nas centenas, se retirar o
algarismo das centenas, o niUmero resultante é 1/21 do nimero original.
Determine o numero original.

20. Determine os trés numeros da base 8, sabendo que:

O menor tem dois algarismos;

O médio tem os mesmos algarismos escritos por ordem inversa;

O maior obtém-se do menor intercalando um zero entre os algaris-
mos;

A diferenga entre o maior e o médio é igual a diferenca entre o mé-
dio e o menor.

4 )
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21. Efetue, nas bases indicadas, as operacdes seguintes.

a)Base 4: 312+223 121-32 12x3
b) Base 5 : 122+43 41-24 23x4 234-42

c)Base7: 64+55 635-543 63x52

|

d) Base 12: 8Al+ 30B 400- AB 56x3 948+A1+22

4 h
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22. Determine o nimero na base 4 que dividido por 31(4) da quociente
123(4) e resto 11(4).

4 h

N J

23. Determine o maior numero natural que ao ser dividido por 15 dad um
resto igual ao quadrado do quociente correspondente.

4 h

N J

24. Determine o maior nimero natural que ao ser dividido por 21 da
um resto que é a quarta parte do quociente correspondente.

4 h
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25. Escreva a sequéncia dos primeiros nimeros na base 2.

a) Repare que o ultimo digito de cada nimero representado na base 2 é al-
ternadamente 0 e 1. Que outros padrdes encontra nos digitos dos nimeros
representados na base 2?

4 N

N /

b) Na base 2, com 1 algarismo ha 1 nimero, com 2 algarismos ha 2 nimeros,
com 3 algarismos ha 4 nimeros. Com n algarismos, quantos nimeros ha?

4 N
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26. Acrescentar um zero a direita de um nimero escrito na base 10 equi-
vale a multiplicar esse nimero por 10. Diga a que equivale acrescentar
um numero a direita de um ndmero numa base b. Justifique.

27. Comente a afirmacao “Qualquer que seja a base de um sistema de
numeracao, qualquer nimero que termine em zero é divisivel pela base.”

28. Faga uma pesquisa acerca do cédigo de Francis Bacon.

a) Explique o processo de codificagdo de mensagens que era utilizado.

4 h
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b) Explicite a conexdo que existe entre este cddigo de letras e a sequén-
cia binaria.

4 h




CONJUNTOS
NUMERICOS
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Os numeros fazem parte da nossa vida quotidiana, assumindo multiplas
e variadas formas. Numa tipica rotina matinal estdo presentes quando
vemos as horas, nas embalagens dos alimentos que consumimos ao pe-
queno almogo, no computador de bordo do automdvel, nos sinais de
transito, etc. Os numeros sdo classificados em conjuntos numéricos, em
funcdo das suas carateristicas. Alguns dos conjuntos mais relevantes sao:
0 conjunto dos nimeros naturais, o conjunto dos nimeros inteiros, o
conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos nimeros reais. Dedi-
caremos este capitulo ao estudo de algumas carateristicas e proprieda-
des destes conjuntos numéricos.

2.1. Numeros naturais

Na contagem de um conjunto de objetos inteiros usamos os nidmeros
naturais. O conjunto dos numeros naturais é designado por N.

IN ={0,1,2,3,.}

Optou-se por considerar o zero como um numero natural uma vez que
este é importante numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de
numero, traduzindo a ideia de ndo haver objetos para contar.

O conjunto dos numeros naturais € um conjunto ordenado. Repare-se
que considerando a,b € N, diz-se que a < b se existir um nimero c€ N
tal que a + ¢ = b. Nesta relacdo de ordem existe transitividade, tricoto-
mia e monotonia:

e Transitividade Vab,cEN,sea<beb<centdoa<c
e Tricotomia SeabEN,entdoa<boua>boua=>b
e Monotonia Va,b,cEN,sea<bentdoa+c<b+c

Os numeros naturais verificam uma enorme diversidade de proprieda-
des simples que conseguimos demonstrar de forma direta. Por exemplo,
é simples demonstrar que a soma de quaisquer trés nimeros naturais
consecutivos é um numero multiplo de 3:
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Os 3 numeros naturais consecutivos podem ser representados por n,
n+1,n+ 2

Entdo, temos: S=n+(n+ 1)+ (n+2) =

=n+n+1l+n+2=

=3X(n+1)=
=3 xk VKkEN

Portanto, temos S = 3k, Vk € N, logo concluimos que a soma de trés
numeros naturais consecutivos é um multiplo de 3.

TAREFA 9

1. Considere a seguinte afirmacado: “Se pensarmos em dois nimeros na-
turais consecutivos e subtrairmos o quadrado do menor ao quadrado do
maior, obtemos sempre um nimero que nao é multiplo de dois.”

a) Escolha dois nimeros naturais consecutivos e verifique que, para es-
ses numeros, a afirmac¢do é verdadeira.

b) Designando por n um nimero natural, mostre que (n+1)%-n? é sem-
pre um ndimero que ndo é multiplo de dois.
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2. Mostre que, no universo dos nimeros naturais:

(i) a soma de dois nimeros impares quaisquer é sempre um nimero par;

(ii) a soma de dois niumeros pares quaisquer é um nimero par;

(iii) a soma de um numero par com um nimero impar € um nimero
impar;

(iv) o produto de dois nimeros impares quaisquer € um nimero impar.

3. Mostre que o quadrado de qualquer nimero natural ou é multiplo de
4 ou é multiplo de 4 aumentado de uma unidade.

2.1.1. Multiplos e divisores de um ntiimero natural

Os multiplos de um nimero natural obtém-se multiplicando esse nume-
ro por todos os nimeros naturais. Por exemplo, se quisermos obter os
multiplos de 2, multiplicamos o numero 2 por todos os nUmeros natu-
rais:

2X0=0;2%x1=2;2X2 =4;2X3 = 6; e assim sucessivamente.




CONJUNTOS NUMERICOS | 61

Como o conjunto N é um conjunto infinito, verificamos que o conjunto
dos multiplos de um nimero natural € um conjunto infinito.

Podemos representar o conjunto dos multiplos de 2 em extensdo e em
compreensao, respetivamente:

M,={0,2,4,6,8,10,12,14,..} M= {miltiplos de 2}

Se quisermos saber se um numero é multiplo de outro, podemos realizar
uma divisdo inteira entre o maior e o menor. Quando o quociente é um nu-
mero inteiro (e, por conseguinte, o resto da divisdo é 0), estamos perante
um numero multiplo do outro. No exemplo acima, se quisermos saber se
14 é multiplo de 2, basta dividir 14 por 2. Verificamos que 14:2=7, logo 14
é multiplo de 2, porque 2x7=14. E importante destacar que:

e todo numero natural é multiplo de si mesmo;
e 0 zero é multiplo de qualquer niumero.

Um ndmero natural (d) é divisor de um ndmero natural (N), diferente de
zero, quando o resto da divisdo inteira de N por d é zero. Por exemplo,
para obter os divisores de 12, temos de procurar os nimeros naturais
que dividem 12 de forma exata (com resto zero):

12:1=12 12:2=6 12:3=4 12:4=3 12:6=2 12:12=1

Podemos representar o conjunto dos divisores de 12 em extensdo e em
compreensdo, respetivamente:

D,,={1,2,3,4,6, 12} D,,={divisores de 12}
E importante destacar que:

e O numero 1 é o menor divisor de todos os nimeros naturais di-
ferentes de zero;

* O préprio numero é o maior dos divisores desse niUmero;
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Qualguer nimero natural diferente de zero é multiplo e divisor de
si préprio;

Se a é divisor de b, entdo b é multiplo de a e vice-versa, com g, b #0;

Se a é multiplo de b, entdo b divide a ou b é um fator de a, com a,
b#0;

TAREFA 10

1. Considere o numero 20. Escreva em extensdo o conjunto dos seus
divisores.

2. Se eu tiver 75 bolas de ténis, diga se é possivel arrumar as bolas em
caixas, sem que sobre nenhuma bola, quando:

a) Cada caixa leva 2 bolas. b) Cada caixa leva 3 bolas.
c) Cada caixa leva 5 bolas. d) Cada caixa leva 7 bolas.

3. Indique o valor légico das seguintes afirmacoes.

a) Todos os multiplos de 8 sdo multiplos de 4.
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b) Todos os divisores de 12 sdo divisores de 6.

d) O numero 8 é fator de 24.

e) O numero 1 é multiplo de qualquer nimero natural diferente de zero.

4. Uma florista tem 24 rosas vermelhas e 36 rosas brancas e quer fazer
ramos de rosas de duas cores, sem que sobre qualquer rosa e de forma
que todos os ramos tenham o mesmo numero de rosas. Quantos tipos
de ramos pode fazer?

5. Se dividirmos 2a por 2b obtemos um quociente g e o resto r. Quais sao
0 quociente e o resto da divisdo inteira de a por b? Justifique.

2.1.2. Nimeros primos e numeros compostos

Todo o numero natural, diferente de 0 e de 1 é um ntiimero primo se nao
admite outros divisores, além do 1 e do prdéprio nimero. Se um nimero
diferente de 0 e 1 ndo é primo entdo diz-se um nimero composto. Um
numero composto pode escrever-se na forma de um produto de fatores
primos e nesse caso a decomposi¢do € Unica.

O teorema fundamental da aritmética define que todo o nimero natu-
ral, maior do que 1, ou é primo ou pode ser escrito como um produto de
fatores primos. De outra forma pode dizer-se que:
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Seja a > 1 um numero natural, a é primo ou entdo existem
primos p, < p,<...<p,, taisquea=p, xp,x..xp,e essade-
composi¢ao é Unica.

Se considerarmos 0os nUmeros maiores que 1 e menores que 20, iden-
tificamos como numeros primos os numeros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 e 19.
Os restantes sdo numeros compostos, logo, decomponiveis em fatores
primos. Vejamos a decomposicdao desses nimeros compostos:

4=2x2 6=2x3 8=2x2x2 9=3x3 10=2x5
12=2x2x3 14=2x7 15=3x5 16=2x2x2x2 18=2x3x3

Para verificarmos se um nimero é ou ndo primo, temos de verificar se
admite ou ndo outros divisores além de 1 e dele proprio. Por exemplo,
0 numero 36 nao é primo porque admite outros divisores além de 1 e
36. O numero 36 é decomponivel em fatores primos, da seguinte forma:

36=2X2X3X%X3

Uma forma simples de obter a decomposicdo de um nimero em fato-
res primos € usar um esquema como o que se ilustra na figura 11.

36+2=18 C36 2 \
18+2=9 18 2 — 2
9+3=3
3+3=1

3 ———> Divisores primos

3 —

\RARRA

36 =2x2x3x3

Figura 11 — Esquema da decomposi¢do de um nimero em fatores primos
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Uma questdo interessante é analisar como se distribuem os ndmeros pri-
mos ao longo da sequéncia de nimeros naturais. O matematico grego Era-
tostenes (275-194 a.C.) inventou um algoritmo simples para identificar os
ndmeros primos numa sequéncia de numeros naturais, inferiores a um de-
terminado nimero natural (valor limite), designado por crivo de Eratdste-
nes. O algoritmo funciona exatamente como um crivo, que vai eliminando
0s numeros compostos até sé restarem os numeros primos. Esta elimina-
¢ao é feita identificando os primeiros nimeros primos e eliminando os seus
multiplos sucessivamente. Quando se atinge a raiz quadrada do valor limite
deve-se parar, uma vez que ja se identificaram todos os nimeros primos
existentes nessa sequéncia de niUmeros naturais. No caso da raiz ndo ser um
guadrado perfeito, arredonda-se a um nimero natural por defeito.

Vamos exemplificar o crivo para os nimeros naturais entre 1 e 100. Os
passos sdo 0s seguintes:

A2 3

11

A

31

1.2 eliminar o 1 que nao é primo;

5 7

%

19

2.2 assinalar o primeiro nimero
primo da lista; neste caso é 2;

13 17

Fad

37

3.2 eliminar todos os multiplos
de 2 exceto o 2 que é primo (4,
6,8, ..);

4.2 o préximo numero da lista
(3) é primo, assinala-se e elimi-
nam-se depois todos os seus
multiplos que ainda restam na
tabela (9, 15, 21, ...);

41

#

61

47

5.2 0 préoximo numero da lista
(5) é primo, assinala-se e elimi-
nam-se depois todos os seus
multiplos restantes (25, 35, ...);

71

2 89
kL %

Verificamos que os nimeros primos menores que 100 sdo: 2, 3,5, 7, 11,
13,17, 19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61, 67,71,73,79, 83,89 e
97. Repare-se que 0os nimeros primos vdo sendo mais raros a medida

79

6.2 repete-se sucessivamente
este procedimento até che-
gar ao valor limite, que neste
exemplo é 10.

97

5% | 5% | B 5K 3% | | 3| R
B ISP IP-IP P 3P NB- .
SRV R X SR K| 2R K| R
SR SRR R R X A
3B SNE- 353535 S5- 35S,
b=3B-SB-SF-NB-NP:N5-Nb-SB-N-
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gue avangamos na sequéncia de nimeros naturais. Quanto maiores sdo
0s numeros, mais dificil € encontrar um ndmero primo. Poder-se-ia até
pensar que a dada altura deixa de haver primos, ou seja, que o conjunto
de numeros primos é finito. Contudo, Euclides no século Ill a. C. provou
gue de facto existem infinitos nimeros primos.

Para testarmos se um numero é ou ndo primo podemos usar uma
propriedade muito interessante:

Seja n 22 um nimero inteiro. Se n é composto, entdo existe um primo
p tal que p dividene p sV n.

Em termos praticos, significa que para testarmos se um determinado nu-
mero n é primo, é suficiente testarmos a divisibilidade do numero pelos
numeros primos menores ou iguais a Vn.

Vejamos um exemplo. Serd que 1723 é um ndimero primo? Basta dividir
1723 pelos sucessivos primos menores ou iguais a V1723 . Como V1723
= 41,51... basta ver se 1723 é divisivel pelos primos menores ou iguais
a 41. Iremos verificar que ndo, pelo que podemos concluir que 1723 é
um numero primo.

Se repararmos existem varios pares de niumeros primos que diferem duas

unidades: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71,73).
Os pares de niumeros com essa propriedade dizem-se primos gémeos.

TAREFA 11

1. Dois amigos estdo a jogar com 2 dados cubicos.
Langam 2 dados a vez e calculam a soma obtida.
A Joana ganha se a soma for um nimero primo. O
Tiago ganha se a soma for um ndmero composto
maior que 6. Empatam nos restantes casos. Serd
que o jogo é justo? Explique o seu raciocinio.
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2.Sendo k=a x b, com a e b nimeros primos, indique quais sdao os divi-
sores de ak.

3. Indique quais sdo os divisores do nimero 12p, sendo p um nimero
primo.

4. Verifique se algum dos nimeros seguintes é primo: 433, 637, 947.

2.1.3. Critérios de divisibilidade

Recorde que: se D e d sdo numeros naturais, diz-se que D (dividendo)
é divisivel por d (divisor) se existe um numero natural g (quociente) tal
que d x g = D. Os critérios de divisibilidade sdo Uteis para verificar se
um numero é divisivel por outro sem ter de recorrer a divisao, isto é,
dizer se D é divisivel por d sem fazer a divisao.

No capitulo anterior caraterizdmos a importancia da ordem dos alga-
rismos num numero, atendendo a que o nosso sistema é posicional e
de base 10. Em cada numero, os algarismos representam multiplos de
poténcias de dez. A soma dos multiplos das poténcias de dez determi-
na, de modo Unico, o nimero representado. Um exemplo: 175 = 1x10?
+ 7x10'+ 5x10°.

Iremos abordar os critérios de divisibilidade mais usuais, nomeada-
mente os critérios de divisibilidade por 2, por 3, por 4, por 5 e por 9.
Em qualquer dos casos que iremos apresentar, optou-se por deduzir
os critérios de divisibilidade a partir do exemplo de um ndmero abcd
de 4 algarismos e ndo a partir do caso geral, ou seja, de um nimero
de qualquer dimensdo, unicamente na tentativa de reduzir o nivel de
formalizacdo.
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Critério de divisibilidade por 2

Para apresentar o critério de divisibilidade por 2, consideremos como
exemplo um ndmero natural de 4 algarismos abcd e a sua decomposi¢do
polinomial:

abcd=ax103+bx10’+cx10+d

Relativamente a divisibilidade por 2, o que podemos concluir? As parce-
las que correspondem as ordens superiores a 1 sdo todas divisiveis por 2,
uma vez que todos os multiplos de 10 sdo divisiveis por 2, resta averiguar
se o algarismo das unidades é ou nao divisivel por 2:

abcd =a x10®+ b x 102 + ¢ x 10 ,(:) —» teremos de averiguar sed
S Y / (algarismo das unidades)

é divisivel por 2 é divisivel por 2

Concluimos que um nimero n € IN é divisivel por 2 se o seu algarismo
das unidades for 0, 2, 4, 6 ou 8.

Por exemplo, o numero 126 é divisivel por 2 porque o algarismo das uni-
dades é par; o numero 125 nao é divisivel por 2 porque o algarismo das
unidades é impar.

Critério de divisibilidade por 5

Para apresentar o critério de divisibilidade por 5, consideremos como
exemplo um ndmero natural de 4 algarismos abcd e a sua decomposicdo
polinomial:

abcd=ax103+bx10’+cx10+d

Relativamente a divisibilidade por 5, o que podemos concluir? As parce-
las que correspondem as ordens superiores a 1 sdo todas divisiveis por 5,
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uma vez que todos os multiplos de 10 sdo divisiveis por 5, resta averiguar
se o algarismo das unidades é ou nao divisivel por 5:

teremos de averiguar se d
abcd =2 x10° +bx10°+cx 10;@/7 (algarismo das unidades)
v é divisivel por 5

é divisivel por 5

Concluimos que um ntimero n € IN é divisivel por 5 se o seu algarismo
das unidades for 0 ou 5.

Por exemplo, os nimeros 120 e 125 sdo divisiveis por 5 porque os al-
garismos das unidades sdo, respetivamente, 0 e 5; o nUmero 126 ndo é
divisivel por 5 porque o algarismo das unidades ndo é 0 ou 5.

Critério de divisibilidade por 3

Para apresentar o critério de divisibilidade por 3, consideremos como
exemplo um ndmero natural de 4 algarismos abcd e a sua decomposi¢do
polinomial:

abcd=ax10®*+bx10*+cx10+d

Analisando cada uma das parcelas ndo é possivel tirar conclusdes sobre a
sua divisibilidade por 3. Contudo, vejamos as seguintes transformacgdes:

abcd=ax10°+bx10°+cx10+d
=ax(999+1)+bx(99+1)+cx(9+1)+d= (pelapropriedade distributiva)

=ax999+a+bx99+b+cx9+c+d=

teremos de averiguar se

=999a+99b+9 cHa+b+c+d arbicrd é divisivel por 3

Y
é divisivel por 3
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Sendo a soma 999a + 99b + 9c um multiplo de 3, resta averiguar se a+b+c+d
(soma de todos os algarismos do nimero dado) é ou ndo um multiplo de 3.

Concluimos que um nimero n € IN é divisivel por 3 se a soma dos seus
algarismos for um multiplo de 3.

Por exemplo, o numero 126 é divisivel por 3 porque a soma dos seus
algarismos é 9 e 9 é um multiplo de 3; o nUmero 125 nao é divisivel por 3
porque a soma dos seus algarismos é 8 e 8 ndo é um multiplo de 3.

Critério de divisibilidade por 9

Este critério de divisibilidade é idéntico ao critério de divisibilidade por
3. Para apresentar o critério de divisibilidade por 9, consideremos como
exemplo um ndmero natural de 4 algarismos abcd e a sua decomposi¢do
polinomial:

abcd=ax10®*+bx10*+cx10+d

Analisando cada uma das parcelas ndo é possivel tirar conclusdes sobre a
sua divisibilidade por 9. Contudo, vejamos as seguintes transformacgdes:

abcd=ax10°+bx10*+cx10+d
=ax(999+1)+bx(99+1)+cx(9+1)+d=(pelapropriedade distributiva)

=ax999+a+bx99+b+cx9+c+d=

_ [ ]/r teremos de averiguar se
=999a+9% +9cHa+b+c+d g

% a+b+c+d é divisivel por 9

sao divisiveis por 9

Sendo a soma 999a + 99b + 9c um multiplo de 9, resta averiguar se
a+b+c+d (soma de todos os algarismos do nimero dado) é ou ndo um
multiplo de 9.
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Concluimos que um niimero n € IN é divisivel por 9 se a soma dos seus
algarismos for um muiiltiplo de 9.

Por exemplo, o numero 378 é divisivel por 9 porque a soma dos seus
algarismos é 18 e 18 é um multiplo de 9; o nimero 123 nao é divisivel
por 9 porque a soma dos seus algarismos é 6 e 6 ndo é um multiplo de 9.
Repare-se que um numero que seja divisivel por 9 é sempre divisivel por
3, porque se a soma dos algarismos de um numero for um multiplo de
9 sera também um multiplo de 3. No exemplo anterior, o nimero 378 é
divisivel por 9 e por 3 porque a soma dos algarismos é 18 e 18 é multiplo
de 9, logo é multiplo de 3. Contudo, nem todo o nimero divisivel por 3
é divisivel por 9, porque nem todos os multiplos de 3 sdo multiplos de
9. Por exemplo, o nimero 303 é divisivel por 3 porque a soma dos seus
algarismos é 6 e 6 é multiplo de 3, mas ndo é divisivel por 9 porque 6 ndo
é multiplo de 9.

Critério de divisibilidade por 4

Para apresentar o critério de divisibilidade por 4, consideremos como
exemplo um nimero natural de 4 algarismos abcd e a sua decomposicao
polinomial:

abcd=ax10°+bx10°+cx10+d

Relativamente a divisibilidade por 4, o que podemos concluir? As par-
celas que correspondem as ordens superiores a 2 sao todas divisiveis
por 4, uma vez que todos os multiplos de 100 sdo divisiveis por 4, resta
averiguar se cx10 + d é ou ndo divisivel por 4:

abed = a x10° + b x 107 ,[C x 10 + d ]/r teremos de averiguar

Y cx10 + d é divisivel por 4

é divisivel por 4

Concluimos que um nimero n € IN é divisivel por 4 se o nimero for-
mado pelos seus dois tltimos digitos for miiltiplo de 4.
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Por exemplo, o nimero 120 é divisivel por 4 porque o numero formado

pelos dois ultimos algarismos (20) é um multiplo de 4; o nimero 126 ndo
é divisivel por 4 porque o nimero formado pelos dois ultimos algarismos
(26) ndo é um multiplo de 4.

TAREFA 12
1. Considere os seguintes numeros: 465076800, 100101000, 907116341

a) Quais sdo divisiveis por 3?

b) Quais sdo divisiveis por 9?

c) Se um numero é divisivel por 3, sera divisivel por 9?

d) Se um numero é divisivel por 9, sera divisivel por 3?

e) Ao verificarmos se um numero é divisivel por 3 podemos determinar
o resto da sua divisao por 3?

2. Determine o(s) valor(es) de a de modo a que o nimero 3a5 seja divi-
sivel por 3.
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3. Determine o valor de a de modo a que o nimero 240a seja divisivel
por 2 e por 5.

4. Determine o valor de b de modo que o nimero 482b seja divisivel por
4 e por 9.

5. Determine os valores de a e de b de modo que o niumero 1b4a seja:

a) divisivel por 5 e por 3.

b) divisivel por 6 e por 5.

c) divisivel por 2 e por 9.

2.1.4. Maximo divisor comum e minimo multiplo comum

Maximo divisor comum

O maximo divisor comum (mdc) entre dois ou mais nimeros naturais
corresponde ao maior nimero natural que é divisor desses numeros.
Observemos o seguinte exemplo:

mdc (6,8) =?
D, ={1,2,3,6} D,={1,2,4,8}
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Os divisores comuns sdo 0o 1 e 0 2, 0 maior divisor comum é 2, logo mdc
(6,8) = 2.

Quando o maximo divisor comum de dois (ou mais) nimeros é 1, dizemos
gue os numeros sdo primos entre si, ou seja, se mdc (a,b) =1 entdoaeb
dizem-se primos entre si.

Existem vdrias formas para calcular o maximo divisor comum entre dois ou
mais nimeros. Uma delas consiste em listar os divisores dos nimeros e iden-
tificar o maior divisor comum. Esta técnica é simples para nimeros peque-
nos como vimos no exemplo anterior. Contudo, é normalmente mais rapido
usar um segundo método que consiste em decompor os nimeros em fatores
primos. Usando este método, o mdc entre dois ou mais nimeros naturais
¢ igual ao produto de todos os fatores primos comuns da decomposicao,
elevados cada um ao menor dos expoentes. Vejamos o seguinte exemplo:

mdc (36,90) = ?

36 2 90 2

18 2 45 3

3 15 3

3 5 5
36=2%x2%x3x%x3=2%x3? 90=2%x3%x3x5=2x%x3%x5

mdc (36,90) =2 x 32=18

Um outro método que podemos utilizar é o algoritmo de Euclides. O
algoritmo de Euclides usa a divisdo inteira para determinar o maximo
divisor comum entre dois nimeros, recorrendo a divisdes sucessivas. O
esquema seguinte ilustra o processo iterativo que é utilizado para deter-
minar o mdc (a,b) através do algoritmo de Euclides:

a |L b L r, L r, L r, L
rl ql r2 q2 r3 q3 rn qn 0 qn+1

O mdc (a,b) é o ultimo resto ndo nulo do processo de divisdes sucessivas.
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Apliguemos o algoritmo de Euclides para determinar o mdc (90,36):

Concluimos que: mdc (90,36) = 18.
Minimo multiplo comum

Tal como para o cdlculo do maximo divisor comum, também para o cal-
culo do minimo multiplo comum (mmc) entre dois ou mais numeros,
podemos listar os primeiros multiplos dos nimeros e identificar o menor
multiplo comum. O minimo multiplo comum entre nimeros naturais é o
menor numero natural, diferente de zero, que é multiplo desses nime-
ros. Observemos o seguinte exemplo:

mmc (6,8) =?
M, ={0,6,12,18,24,30,..} M_={0,8,16,24,32,40, ...}
O menor multiplo comum, diferente de zero, é 24, logo mmc (6,8) = 24.

Outra possibilidade é usar a decomposicdo em fatores primos. O mmc
entre 2 ou mais nimeros naturais é igual ao produto de todos os fato-
res comuns e ndo comuns, elevados cada um ao maior dos expoentes.
Vejamos o seguinte exemplo:

mmc (36,90) = ?

36 2 20 2
18 2 45 3
9 3 15 3

3 5

36=2x2%x3%x3=22x32 90=2%x3x3x5=2x32x5

mmc (36,90) =22x32x5=180
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O minimo multiplo comum é util na adigdo e subtragdo de fragdes com
denominadores distintos. O mmc fornece um denominador comum mi-
nimo que facilita a determinacdo de fragdes equivalentes no calculo de
expressoes numéricas. Considere-se por exemplo:

2
15

+

|

No exemplo acima, de modo a obter duas fragdes equivalentes que pos-
suam o mesmo denominador, basta determinar mmc (15,6)= 30, logo:

4 25 2

3073073

Vo]

[%

2.
15

o

Algumas propriedades do mdc e do mmc

e Quandoa,b #0, o minimo multiplo comum (mmc) e o maximo divi-
sor comum (mdc) satisfazem a seguinte relacdo:

axb

mmc (a,b) = nr(ab)

< ax b=mmc(a,b)x mdc(a,b)

Retomemos o exemplo acima, supondo que pretendemos determinar o
mmc (36,90), conhecendo o mdc (36,90):

36 x 90 3240

mmc (36,90)= ————— = ————— =180
( ) mdc (36,90) 18

e  Entre dois niumeros primos, o mmc é igual ao produto desses nimeros.

Por exemplo,sea=3eb=5,0mmc(3,5)=3x5=15.

Entre dois nUmeros em que o maior é divisivel pelo menor, o
mmc serd o maior desses numeros.
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Por exemplo, sea=9e b =18, 0 mmc(9,18) = 18.

* Ao multiplicar ou dividir dois nimeros (a, b) por um outro nimero
(c), divisor de a e de b, o mmc(a,b) é multiplicado ou dividido respe-
tivamente por ¢, ou seja:

Sendo mmc (a,b) = k, entdo:

k

c

mmc (ca,cb)=ck e mmc (%%) =

Por exemplo, sea=10e b =15, 0 mmc (10,15) = 30 ; Se multiplicarmos a
e bpor3,temosa’'=30e b’'=45e o mmc (30,45) =30 x 3 =90.

TAREFA 13

1. Calcule o mmc e o mdc entre:

a) (12, 15) b) (6, 14) ¢) (240, 300).

2. Numa arvore de Natal ha lampadas vermelhas que piscam a cada 8
segundos, lampadas amarelas que piscam a cada 12 segundos e lampa-
das azuis que piscam a cada 15 segundos. As lampadas foram ligadas no
mesmo instante. Determine ao fim de quanto tempo irdo piscar simul-
taneamente.
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3. O Anténio é professor de pilates num ginasio. Em pilates estdo inscri-
tos 48 mulheres e 32 homens. O Antdnio quer formar grupos com o mes-
mo numero de homens e de mulheres. Indique qual é o maior nimero
de grupos que o Antdnio pode formar e quantos utentes de cada género
tera cada grupo.

4.Com a, b € N, sabe-se que a x b =882 e que mdc (a, b) = 7.

a) Determine mmc (a, b).

b) Indique que valores podem tomar a e b, selecionando a op¢do
correta.

@ ~(7,119 @5B(1463) @cy42) @DI(18, 49)

5. 0 mdc entre 2 nimeros é igual a 10 e o mmc é igual a 60. Sabendo que
um dos numeros é 30, determine o outro.
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2.2. Numeros inteiros

Como ja foi referido o conjunto dos nimeros naturais é infinito, | N={0,
1, 2, 3, 4, ...}, pois para cada numero natural é sempre possivel indicar o
seu sucessor. Ha contextos em que os nimeros naturais ndo sdo adequa-
dos para representar as situagdes pretendidas. Por exemplo, quando se
refere que, num dado local, a temperatura foi negativa ou quando se diz
gue o saldo da conta bancaria é negativo, surge a necessidade de usar
ndmeros menores que zero, isto é, usar nimeros negativos.

Se juntarmos ao conjunto dos numeros naturais os numeros inteiros ne-
gativos obtém-se o conjunto dos numeros inteiros, que se representa
usualmente por Z.

Z={...,-3,/2,-1,0,1,2,3...}

Figura 12 — Diagrama de Venn com a representagdo do conjunto dos nimeros inteiros.

Tal como o conjunto dos numeros naturais, o conjunto dos niumeros in-
teiros também é um conjunto infinito, pois para cada nimero inteiro é
sempre possivel indicar o seu sucessor e o seu antecessor.

Dois elementos de Z com sinais contrarios dizem-se nimeros simétricos.
Por exemplo 3 e -3 sdo numeros simétricos. Dois niumeros simétricos
estdo a mesma distancia da origem da reta numérica.

O valor absoluto ou médulo de um numero inteiro é a distancia a que
este se encontra da origem. O valor absoluto de um ndmero inteiro n re-
presenta-se por |n|. Como verificamos no exemplo acima: |-3|=|3]|=3,
entdo dois nimeros simétricos tém o mesmo valor absoluto. Note-se
gue o simétrico de zero é zero e o seu valor absoluto é zero (|0]| = 0).
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Tal como o conjunto dos nimeros naturais, também o conjunto dos nu-
meros inteiros é um conjunto ordenado. Repare-se que considerando
a, b € Z, diz-se que a < b se existir um nimero c € N tal que a + c = b.
Nesta relacdo de ordem existe transitividade, tricotomia e monotonia:

e Transitividade Ya,b,c€EZ sea <beb<c entdioa<c.
e Tricotomia Sea,b€Z entdoa<boua>boua=h.

e Monotonia Vab,c€EZ sea<bentdoa+c<b+c.

2.2.1. Operagdes com numeros inteiros
Adigdo e subtragéo em Z

Para cada par de numeros inteiros a e b, a soma de a com b é também
um numero inteiro, que se representa por a + b. A adigdo em Z verifica
as seguintes propriedades:

e Comutativa:a+b=b+a,Va,b € Z,

e Associativa: (a+b)+c=a+(b+c), Va, b,c€ Z

e Flemento neutro:a+0=0+a=a,Va€Z

e Elemento inverso (ou simétrico): para todo o inteiro a, existe um

inteiro que designamos por -a talque a + (-a) =(-a) +a=0,Va € Z

Verifica-se ainda que:

e A soma de dois niumeros inteiros negativos é um niumero negativo;

e A soma de dois numeros de sinais contrarios ndo simétricos é um
numero:
- positivo, se a parcela com maior valor absoluto for positiva;
- negativo, se a parcela com maior valor absoluto for negativa;
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e A soma de dois nUmeros simétricos é igual a zero.

Podemos definir a subtracdo em Z a partir da adigdo em Z. Dados dois
nameros inteiros a e b existe um Unico inteiro x, tal que b + x = a . Diz-se
que x é adiferencaentreaeb e escreve-sex=a-b.

Note-se que a subtracdo é sempre possivel em Z, mas nem sempre é
possivel em N. Por exemplo, a subtragdo 3 - 4 é possivel em Z, mas ndo
é possivel em N. Note-se ainda que, na subtracdo em Z, ndo se verifica a
propriedade comutativa (por exemplo, 3 -5 #5 - 3), nem a propriedade
associativa (por exemplo, 3 -(5-4) # (3 - 5) - 4), nem a existéncia de ele-
mento neutro (por exemplo, 0 - (-5) = 5).

Multiplicagdo em Z

Para cada par de inteiros a e b, o produto de a por b é também um nu-
mero inteiro, que se representa por a x b. A multiplicacdo em Z verifica
as seguintes propriedades:

e Comutativa:axb=bxa,Va,b€Z;
e Associativa: (axb)xc=ax(bxc), Va,b € Z
e Flemento neutro:ax1=1xa=a, Va€Z

e Distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigdo ou em relagdo a
subtragdo:
ax(b+c)=axb+axc Vabc€Z

ax(b-cJ=axb-axc, Vab,c€EZ

Verifica-se ainda que:

e O produto de dois nimeros inteiros com o mesmo sinal é sempre
positivo.

e O produto de dois nimeros inteiros com sinais diferentes é
sempre negativo.
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A divisdo nao estd definida em todo o conjunto dos nimeros inteiros pois
podemos dividir um inteiro por outro e obter um nimero ndo inteiro.
Por exemplo, 1 e 2 sdo numeros inteiros, contudo, 1 +2=0,5e 0,5 ndo
pertence a Z. Dizemos entdo que a divisdo ndo é uma operagdo sobre Z.

2.3. Numeros racionais

Em Z, o calculo 3 + 2 ndo tem solucdo. Contudo, na realidade eu posso
dividir 3 pizas por 2 pessoas. Os nimeros racionais surgem para dar sig-
nificado a estas situages. O conjunto dos nimeros racionais, designa-
-se por Q e é constituido por elementos da forma 2 , onde a e b sdao
nimeros inteirose b # 0 . b

Q={x:x= %,a,b €Z b=+0}

0.51666...

Figura 13 — Diagrama de Venn com a representagdo do conjunto dos nimeros racionais.

Note-se que o conjunto Z estd contido em Q ou, de outra forma, Q con-
tém Z o que significa que todos os nimeros inteiros sdo nimeros racio-
nais. De facto, é sempre possivel representar um ndmero inteiro na for-
rqa de fracdo. Por exemplo, o nimero 1 pode representar-se na forma

T ou % , por exemplo.
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2.3.1. FragOes

Tipos de fragées

Atendendo as suas carateristicas, as fracGes podem ser designadas de
diferentes formas. Usando como critério a compara¢do com a unidade,
temos frag(”)es iguais a unidade, quando o numerador é igual ao denomi-
nador (X I’ % yTT 4 ). Quando, numa fracdo, o numerador é menor que o
denominador, a fragdo representa um nimero menor do que 1 e desig-
na-se por fracao propria. Por exemplo, as fragbes l,%,é sao fragbes
préprias. Quando, numa fragcdo, o numerador é maior que o denomina-
dor, a fragdo representa um nimero maior que 1 e designa-se por fragao

imprépria. Por exemplo, as fragdes %,%,%,? sdo fragdes improprias.

As fragOes impréprias podem ser representadas na forma de numeral
misto. Mas o que é um numeral misto? Consideremos por exemplo a
fracao 27—5 , que é uma fracdo imprépria; para representar este numero
na forma de numeral misto temos de fazer a divisdo inteira de 25 por 7.
A parte inteira deste quociente é 3 porque 3x7=21 e o resto da divisdo
inteira é 4. Conclui-se entdo que =3+ 7 O numeral misto equivalen-
te a fragdo = 2 escreve-se 3 = e Ie se trés e quatro sétimos. Um numeral
misto tem uma parte |nte|ra que neste caso é 3 e uma parte fracionaria
que neste caso é 4 . Caso se pretenda transformar um numeral misto
em fracdo basta separar a parte inteira da parte fraciondria e adicionar
os dois nimeros. Por exemplo para escrever o numeral misto 2%, na

forma de fragdo, fazemos: 2 =2+ —— @+ § 153

Se o denominador de uma fragao € uma poténcia de 10 (10, 100, 1000,
...) as fragGes designam-se por fragdes decimais. Por exemplo, as fracGes
1%,%5),% sdo fracGes decimais e facilmente assumem uma representa-
¢do decimal: 0,3; 2,45 e 0,007, respetivamente.

Toda a fragdo com numerador 1 designa-se por fragdo unitaria. Por

~ 1 1 ~ o
exemplo, as fragoes%,%,g,ﬁ sdo fragdes unitarias.

Fragdes equivalentes

Em Q, diz-se que duas fragdes sao equivalentes quando representam a mes-

ma quantidade. Nesse caso, temos que £ = =S seesdseaxd=bxc Um

exemplo de fragBes equivalentes sdo as fragoes gue representam a metade,
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1 2 4 5 100
fragGes do tlpo %, ,0 € Z, de que sdo exemplo as fragbes 5, 7, 5, 15 200 Por

outro lado, — >gseesosea><d>b><c

O modelo retangular permite mostrar visualmente a equivaléncia de
fracoes. Con5|derem -se as fracOes ; ,i,% como = L de uma folha A, 2 de
uma folha A, e 3 % de uma folha A4, a figura 14 mostra a representagao
destas quantldades. Facilmente concluimos que qualquer das fra¢des re-

presenta a metade.

B | BN 1

1 2 4
8

2 4

Figura 14 — Representagdo, no modelo retangular, de fragdes equivalentes a metade.

De facto, o principio de equivaléncia de fragGes, define que se multi-
plicarmos ou dividirmos ambos os termos de uma fracdo pelo mesmo
namero inteiro, diferente de zero, obtemos uma fragdo equivalente a
fracdo inicial. A figura 15 ilustra este principio.

AN TN

1_2_4 ou 1_2_4
2 48 2 4 8
N S -

Figura 15 — llustragao do principio da equivaléncia de fragdes.

Este principio é muito util para simplificar uma fracao, isto é, para obter
uma fracao equivalente com termos menores. Por exemplo, para simpli-
ficar a fragao podem dividir-se ambos os termos por 12, obtendo- se
a fragao =.A fragao L hdo se pode simplificar mais, por isso, diz-se que s leg
uma fragao |rredut1vel

A importéncia da unidade

No estudo das fra¢des, nos primeiros anos de escolaridade, uma dificul-
dade prende-se com a questdo da unidade tomada como o todo a ser fra-
cionado. Por exemplo, metade de um quilo de magas ndo é o mesmo que
metade de dois quilos de magds; tal como metade de uma folha A, ndo é o
mesmo que metade de uma folha A.. E importante perceber que a fracao

, em contexto, pode representar quantldades diferentes, dependendo
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da unidade que tomo como todo. Adicionalmente, num mesmo contexto,
podemos identificar varias fragdes com diferentes significados. Considere-
mos a figura 16, onde se representaram 8 circulos coloridos.

Figura 16 — QOito circulos coloridos (Fonte: Lamon, 2006).

Relativamente a figura podemos considerar vdrias fragées. Vejamos al-
guns exemplos:

e Se o conjunto dos 8 circulos é a unidade,%representa a parte
de circulos laranja;

e Se cada grupo de 4 circulos é a unidade, 1 % representa a parte
de circulos laranja;

e Se cada 2 circulos é a unidade, 2 %representa a parte de circu-
los laranja;

5 ~ , , . ,
e Srepresenta arazdo entre o numero de circulos laranja e o nu-
mero de circulos azuis.

Do ponto de vista pedagdgico, no estudo das fragdes, é fundamental dis-
cutir com os alunos tarefas que envolvam a no¢ao de unidade, nomea-
damente tarefas de reconstrucdo da unidade, onde os alunos poderao
refletir sobre as relacdes entre a parte e o todo. Por exemplo, apresentar
um retangulo, referindo que representa%de uma tira de papel e pedir
para desenharem a tira de papel completa; ou apresentar 5 berlindes,
referindo que os 5 berlindes correspondem a%de um conjunto de ber-
lindes e questionar qual o nimero de berlindes desse conjunto.

Devem também ser objeto de especial cuidado, os problemas em que
ha mudan¢a da unidade de referéncia. Por exemplo, no problema:
“O Jodo comeu metade de um chocolate e a Maria comeu metade da
parte do chocolate que o Jodo ndo comeu, que parte do chocolate so-
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brou?”, a unidade muda (a Maria come parte de uma parte do choco-
late). Contudo, a fragao 4 gue é a resposta ao problema, obtida pela
expressao numérica, 1 - ( +1 ) refere -se novamente a unidade inicial,
o chocolate inteiro, ou seja resta = do chocolate inteiro.

2.3.2. Operagoes entre numeros racionais

As quatro operacdes (adigdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) sado fe-
chadas em Q, o que significa que operando dois nimeros racionais por
gualquer destas operagdes, obtém-se sempre um nimero racional. Para
adicionar ou subtrair nimeros racionais, na forma de fra¢do, é necessa-
rio que as fragGes tenham o mesmo denominador:

a., c_ ad + bc
b=d~ bd
O produto de dois niumeros racionais, na forma de fracdao, é uma fracao

cujo numerador se obtém multiplicando os numeradores e cujo denomi-
nador se obtém multiplicando os denominadores das fracdes:

a c_ac

b*d~ bd
O quociente de dois numeros racionais, na forma de fragdo, é igual ao
produto do primeiro numero pelo inverso do segundo:

a a d_ad
5 FXF_bc’b¢O'C¢O’d¢O

2.3.3. Dizimas

Podemos perguntar: se os numeros racionais sdao elementos da forma
& onde a e b sdo numeros inteiros e b # 0, porque é que algumas
dizimas sdo numeros racionais? De facto, quer as dizimas finitas, quer
as dizimas infinitas periddicas sdo numeros racionais, porque podem
sempre ser representadas na forma de fracdo. Vejamos os seguintes
exemplos:
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e Dizimas finitas:

- 75_
=-1,25 =375

I

1_
3—0,5 -

e Dizimas infinitas periddicas:
%: 0,333..=0,(3) %: 1,1666...= 1,1(6) %: 0,857142857142...=0,8571(428571)

O periodo de uma dizima periddica é formado pelos algarismos que se
repetem na parte decimal. Por exemplo, a dizima 0,333... tem periodo
3. Quando a dizima possui um ou mais algarismos antes do periodo, es-
ses algarismos sdao chamados de anteperiodo. Por exemplo, na dizima
1,1666... 0 periodo é 6 e o anteperiodo é 1.

Se tomarmos uma dizima infinita periédica podemos transforma-la em fra-
¢do usando um algoritmo muito simples. Vejamos o exemplo da dizima 0,(7):
Consideremos x=0,(7)=0,777...
Multiplicando x por 10, temos: 10x=7,777...
Subtraindo membro a membro: 10x —x=7,777...-0,777... &
e X=76

7
<:>X=§

No exemplo acima, como ndo existe anteperiodo e o periodo tem um
algarismo, bastou multiplicar a dizima x por 10. Subtraindo x a 10x a
parte decimal é nula, obtendo-se facilmente a fragdo que gera a dizima.

Vejamos agora outro exemplo. Na dizima 1,3535... ndo ha anteperiodo
e o periodo é 35. Nesta situacdao temos de multiplicar a dizima por 100,
usando o algoritmo anterior:

Consideremos x=1,(35)=1,3535...

Multiplicando x por 100, temos: 100x = 135,3535...

Subtraindo membro a membro: 100x—x=135,3535...-1,3535... &

S 99x=134 &
134

(=14 X=¥
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No uso deste algoritmo temos de escolher multiplicar a dizima por uma
poténcia de 10 (10, 100, 1000, ...) em funcdo do numero de algarismos
do periodo.

Quando uma dizima periédica tem anteperiodo, em primeiro lugar te-
mos de isolar o periodo na parte decimal da dizima e depois operar a
dizima de modo a conseguir anular a parte decimal. Vejamos o exemplo
da dizima 1,2333...:

Consideremos x=1,2(3)=1,2333...
Multiplicando x por 10, temos:  10x=12,333...

Multiplicando x por 100, temos: 100x = 123, 333...

Subtraindo membro a membro: 100x—10x=123,333...-12,333... &

S 0x=111 &

1
- 90

2.3.4. Densidade

Uma grande diferenca entre o conjunto dos nimeros inteiros e o con-
junto dos numeros racionais é a densidade. Entre dois numeros inteiros
consecutivos ndo hd outro numero inteiro, mas é facil perceber que entre
dois nimeros fraciondrios existe uma infinidade de nimeros. Por exem-
plo, entre%e%hé uma infinidade de numeros, assim como entre 0,1 e
0,2 também hda uma infinidade de nimeros. Por este facto, o conjunto
dos nimeros racionais é um conjunto denso (tal como o conjunto dos
nameros reais, que definiremos de seguida). Ja o conjunto dos nimeros
naturais e o conjunto dos nimeros inteiros sdo conjuntos discretos.

. . 1 1 .
Alguns exemplos de nimeros que existem entre 33, podem ser facil-

. . ~ . 171
mente obtidos determinando fragbes equivalentes age 3, cogn 0 mes-
mo denominador. Se multiplicarmos ambos os termos da fragdo 3 por 20 e
ambos os termos da fracdo 1 por 30, obtemos, respetivamente, as frages %

e % , que sdo fragoes equivaﬁentes, respetivamente a % e % . Facilmente, iden-
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s xoc 2l 2223 24 25 26 27 28 29 ~ :
tificamos as fracdes ¢, 60, 60 60 607 60 7 60 » 60 » 60 COMO fragdes maio-

res quege menores que%. Contudo, ndo esquecamos que a quantidade

de numeros entre quaisquer numeros racionais é infinita. De facto, basta
L - 20 ~
multiplicar por 10 ambos os termos das fracGes 0 € % , obtendo as fra¢des
o e 7 1.1 .
500 © goo Para conseguir identificar mais numeros entre 5 e 5 e facilmente

percebemos que podemos continuar este processo infinitamente.

TAREFA 14

1. Dé dois exemplos de numeros racionais compreendidos entre 2eb ,
ou seja, dois nimeros da forma T que satisfazem a dupla desigualdade
5_m_6 ”

2<P<c2,

7 n 7

2. Observe a seguinte tira.

Ao fim de 10, atacamos Chiripa, comega a contar!

Tira de Chris Browne, in Menezes & Flores (2017)

2.1. Descreva a situagdo apresentada na tira. Que intengao tera tido o
protagonista desta situagao e que estratégia usou?
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2.2. Imagine que o Chiripa chega a 9 % . Explique a que estratégia pode
recorrer para adiar ainda mais o inicio do ataque.

. q 1 e
3. Quantos numeros existem entre 2 e 2 = ? Justifique a sua resposta.

4. Transforme em fragdao os nimeros racionais:

(a) 0,006 (b) 0,(2 (c) 2,(34) (d) 7,99... (e)2,6(27)

5. Apresente a expressao matematica que traduz cada um dos problemas.
(a) O Jodo comeu metade de uma pizza e o Pedro uma terga parte. Que
porgao de pizza sobrou?

. 1 . .

(b) A Maria comeu ¢ de um chocolate e a Ana o triplo da quantidade
comida pela Maria. Que quantidade de chocolate comeram as duas ami-
gas?

(c) O Rui comeu 2 do um bolo e a Sara comeu uma terca parte do que o
Rui comeu. Que parte do bolo comeu a Sara?




(d) O Luis tem 6 chocolates e vai dar metade de um chocolate a cada
amigo. Para quantos amigos chegam os chocolates?

(e) Depois da sua festa de aniversario sobrou meio bolo que a Rita vai
levar para a escola, para partilhar ao lanche com 3 amigas. Que parte
do bolo ird comer cada menina?

6. Considere cada uma das seguintes expressdes numéricas.

1,3 1 1
A S+3 B X, C1-3 D)

N [
ol

N
NN

6.1. Traduza-as em linguagem natural.

6.2. Formule o enunciado de um problema para cada uma delas.

7. Traduza em linguagem matematica cada uma das seguintes frases.

7.1. O quociente do cubo de dois por um tergo.

7.2. A diferenca entre o quociente de um por dois quintos e dois ao quadrado.




7.3. O produto da soma de cinco meios com dois pelo quadrado de dois
quintos.

8. Explique a razao pela qual o problema abaixo é impossivel. Na prepa-
racdo de um sumo o Pedro gastou % das laranjas que tinha, tendo-lhe
sobrado 7 laranjas. Quantas laranjas tinha o Pedro inicialmente?

9. O enigma de Diofanto.

A histdria conservou poucos dados sobre Diofanto. Tudo o que se conhe-
ce a seu respeito encontra-se no seguinte epigrama que figura no seu
tumulo e esta escrito sob a forma de um enigma matematico:

Caminhante! Aqui estdo sepultados os restos de Diofanto. E os nimeros
dirdo qudo longa foi a sua vida, cuja sexta parte foi a sua bela infdncia.
Tinha decorrido mais uma duodécima parte de sua vida, quando seu ros-
to se cobriu de pelos. E a sétima parte de sua existéncia decorreu até
tomar esposa. Passou mais um quinquénio e ficou felizcom o nascimento
de seu querido primogénito, cuja bela existéncia durou apenas metade
da de seu pai, que com muita pena de todos desceu a sepultura quatro
anos depois do enterro de seu filho.

Diga quantos anos tinha Diofanto quando morreu.
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2.4. Numeros Reais

O conjunto dos numeros reais, designado por R, é o conjunto formado
por todos os nimeros racionais e todos os nimeros irracionais. Registe-
-se que os numeros naturais e os numeros inteiros sdo casos particulares
de numeros racionais, por isso quando dizemos que um nimero é racio-
nal, fica aberta a possibilidade de ele ser um ndmero inteiro (positivo ou
negativo) ou simplesmente um ndmero natural.

R ={x: x é racional ou x é irracional}

Mas o que sdo numeros irracionais? Como o préprio nome indica, um
numero irracional ndo é racional, isto €, um nUumero irracional é todo o
numero que nao pode ser escrito na forma % onde a e b sdo numeros
inteiros e b # 0. Os nUmeros irracionais sdo, assim, todos os nimeros
cuja representacdo decimal ndo é finita nem infinita periédica. Prova-
velmente foi na escola pitagérica, no século V a.C., que estes niUmeros
terdo sido descobertos. Contudo, estes nimeros contrariavam o pensa-
mento filoséfico da época em que tudo no universo poderia ser reduzi-
do a numeros racionais, o que fez com que essas descobertas tenham
permanecido escondidas. A descoberta de um dos primeiros irracionais
deriva precisamente da aplicacdo do teorema de Pitdgoras: num trian-
gulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos. Se considerarmos um quadrado de lado 1, o comprimento
da sua diagonal é V2 (fig. 17).

a’=b*+¢’
V2 1 d2=12+12
d=v2

Figura 17 — Comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1.

Vamos entdo provar que v/2 é um nuimero irracional. Vamos fazer uma
prova por reducdao ao absurdo, partindo do pressuposto que V2 é um
numero racional, que é o mesmo que dizer que existemuma€Zeumb
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€ Z, tais que V2= % . Suponhamos entdo que:
\/2:% a,bEZeaebséoprimosentresi
o \/2 e <:) 2= 4:) 2b* = a*(significa que a* € um nimero par)

Ora, para @’ ser par, a tem de ser par, porque se a fosse impar, a?
seria impar.

Entdo se a é par, posso dizer que a = 2k, substituindo na expres-
sdo acima, temos:

2b?= (2k)? © 2b?= 4k* & b?= 2k’ (significa que é um numero par)

Chegamos a um absurdo que é dizer que a é par e que b é par, o que n3o
pode acontecer se a e b sdo primos entre si, o que significa que ndo tém ou-
tros fatores em comum além de 1. Ora se a e b fossem ambos pares teriam ou-
tro fator comum, o 2. Ou seja, ndo é possivel escrever V2 naforma 2 sendoa
e b numeros inteiros, primos entre si, o que leva a concluir que /2 éirracional.

H4 muitos numeros irracionais famosos, além da \/2, por exemplo, te-
mos outras raizes como V3, V5 ou V7 e o famoso niimero pi (). O pi
€ um numero irracional que representa a razdo entre o perimetro (P) e
o didmetro (d) de uma circunferéncia: m = £ . Desde a antiguidade, que
sempre se procurou determinar o valor exato de m, tarefa impossivel ja
que 1t é irracional. Sem pretendermos ser exaustivos, o quadro 5 apre-
senta alguns valores aproximados de m, até ao século V d.C.

Origem/ autor Data Aproximagao de it
Babildnia 2000 a.C. 3+1-3125
8 ’
Egipto — Papiro de Rhind | 1650 a.C. (E)z =3 160493827
9 ’
Grécia - Arquimedes +250a.C.

10 1
371<T[<37

3,1408... <m < 3,1429...

Alexandria - Ptolomeu +150d.C. i;é 3,141(6)
China —Tsu Ch’'ung Chih | +480d. C. 3,1415926 <1t < 3,1415927
india - Aryabhata 499 d. C. 62832_

20000~ =3,1416

Quadro 5 — Aproximag&es de 1t ao longo da histdria.
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No final da idade média e entre os séculos XV e XX muitos foram os avan-
¢os nos métodos matematicos utilizados, que permitiram aproximacgdes
sucessivamente mais exatas de . Na atualidade, apesar de ja serem co-
nhecidos bilides de casas decimais de i, ha matematicos que, com a
ajuda de poderosos computadores, procuram determinar mais digitos
desta dizima infinita ndo periddica.

O numero ou razdo de ouro (¢) é outro exemplo famoso de um nimero
irracional que desde a antiguidade despertou a curiosidade de matema-
ticos, filésofos e artistas, ao buscarem as proporg¢des que estao presen-
tes na natureza. O nimero de ouro pode ser obtido algebricamente a
partir da divisdo de um segmento de reta. Consideremos [AB] e um pon-
to C desse segmento de reta. Consideremos ainda que AC=a e que CB =
b e que arazao entre ABe AC é igual arazdo entre ACe CB . Entdo temos:

Da igualdade: % = x, temos que a = bx .

Fazendo a substituicdo na igualdade: ";b= % , temos
bx+b) b b(x+1) _ b 1
B e B o e vk 1=0e
—(-1)% —~1\2— — i
o x= 1)£V(=1)=4x1x(-1) o x=t V5
2x1 2

Tratando-se de razbes entre comprimentos, interessa a solucdo positiva.
A razdo obtida é a razdo de ouro: ¢= “—2‘/5 . A este nUmero equivale a dizi-
ma infinita ndo periddica 1,61803398....

O numero de ouro exerceu uma grande influéncia na arquitetura da
época cldssica. Por exemplo, no templo de Parthenon, na Grécia, cuja
fachada é retangular, esta presente a razdo de ouro nas suas dimensoes,
isto é, o retangulo é designado por retangulo de ouro. Também na arte
encontramos a razao de ouro. Talvez o exemplo mais conhecido seja o
quadro Mona Lisa de Leonardo da Vinci, onde é possivel encontrar esta
razdo, por exemplo, entre o tronco e a cabeca e nas posi¢des relativas
dos olhos e da boca.

O retangulo de ouro pode obter-se facilmente a partir de um quadrado
de quaisquer dimensdes (fig. 18). Considere-se o quadrado [ABDC], de
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lado x, dividido ao meio
pelo segmento de reta
[EF]. De seguida traga-se
um arco de circunferén-
cia de raio FC com vér-
tice em F. Prolonga-se
a semirreta BD até que
esta intersete o arco de
circunferéncia. Traca-se
uma reta perpendicular a
BG e que passe no pon-
to G e prolonga-se a se-
mirreta AC até que esta
intersete a perpendicu-
lar tracada. O retangulo
[ABGH] é um retangulo
de ouro, em que %’= o.

A E C A E
c
B F D B F
1 ! I
A E
c
B F

Figura 18 — Um processo de construgdo do retangulo

de ouro.

A razdo de ouro pode ser encontrada em diversos elementos da natureza,
quer em plantas, quer em animais. Antes de referir alguns exemplos, é
incontorndvel referir uma das mais famosas e interessantes sequéncias,
a sequéncia de Fibonacci. Fibonacci, matematico italiano, descreveu, no
inicio do século XlIl, uma sequéncia, cujo primeiro termo é 1, o seguinte
termo é 1, e cada um dos termos seguintes se obtém adicionando os 2
termos anteriores. A sequéncia de Fibonacci pode ser definida por recor-

réncia da seguinte forma:

u1:u2:1
u=u .+u nx>3
n n-

1 n-2’

E vai gerar os seguintes termos;
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89,

144, 233,377, 610, 987, ..

.. Esta

sequéncia, entre muitos outros
aspetos interessantes, tem a
particularidade das razbes entre
termos consecutivos se apro-
ximarem, gradualmente, de ¢.
A partir dos termos da sequén-

[

@

Figura 19 — Retangulo de ouro e sequéncia de

Fibonacci.
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cia de Fibonacci é possivel construir retangulos em que a razdo entre
o comprimento e a largura se aproxima do numero de ouro. Vejamos o
exemplo da figura 19, onde se usaram os termos 13 e 21, respetivamen-
te como largura e comprimento do retangulo. Repare-se que é possivel
decompor esse retangulo em quadrados cujos lados tém comprimentos
iguais aos primeiros termos da sequéncia: 2 quadrados menores de lado
1, um quadrado de lado 2, outro de lado 3, outro de lado 5, outro de lado
8 e outro de lado 13.

Tendo como base a construgdo anterior, é possivel tracar uma espiral
com inicio no vértice de um dos quadrados, fazendo com que os seus
arcos concéntricos atravessem os sucessivos quadrados, como se ilustra
na figura 19. Podemos reconhecer esta espiral em muitos elementos na-
turais. A figura 20 evidencia esta relagdo com um cefalépode, o nautilus.

Figura 20 — Comparacdo entre a espiral do retangulo de ouro e a concha do nautilus.
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Exercicios e problemas resolvidos

1. Mostre que em N:

a) o quadrado de um numero impar é um numero impar.

Considerando que 2n-1 representa um nimero impar (com n € N), po-
demos traduzir a afirmacdo da seguinte forma: (2n-1)>=2k+1n, kEN,.

Vamos entdo transformar o primeiro membro de forma a tentar obter
um impar na forma 2k £ 1.

(2n-1)%=

=4n’-4n+1-=

=2(2n*-2n)+1= 2(2n%*-2n) é um nimero par,V n € N.
=2k+1

Concluimos assim que o quadrado de qualquer nimero impar é um nu-
mero impar.

b) a soma de um nimero com o seu quadrado é sempre um numero par.

Um numero natural (N) pode ser par (N = 2n) ou impar (N = 2n - 1).
Considerando as duas possibilidades, podemos traduzir a afirmacdo da
seguinte forma:

2n+(2n)*=2k,A2n-1+(2n-1)’=2k,n, kEN

Vamos transformar o primeiro membro de cada uma das condi¢des da
conjungao acima de forma a tentar obter um par na forma 2k.
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Se N for par: Se for impar:
2n + (2n)?= 2n-1+(2n-1)%=
=2n+4n’= =2n-1+4n’-4n+1-=
=2(n+2n?)= =4n’-2n =
=2k, =2(2n%2-n) =

= 2k,

Concluimos assim que a soma de um ndmero com o seu quadrado é
sempre um numero par.

2. Numa divisao inteira, o dividendo é 55 e o resto é 13. Determine que
valores podem ter o divisor e o quociente.

SabemosqueD=dxqg+r (identidade fundamental da divisdo)
Logo, nesta situacdo, temos: 55=dxqg+13 < dxg=55-13dxqg=42
Sabemos também que se o resto é 13, g > 13

Para descobrir o divisor e o quociente, basta identificar os divisores de
42 e selecionar quais é que respeitam a restrigao acima.

D,,=1{1,2,3,6,7,14,21,42}
O problema tem assim 3 solugdes:

d=14 ou di21 ou di42
g=3 qg=2 g=1

3.Sendo k=a x b, com a e b nimeros primos, indique os divisores de:
a) 3k b) ak

D, =1{1,3,a,b,ab,30,3b,3ab} D_={1,a,b,a’,ab,a’b}
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4. Determine a e b, de modo a que 3a2b seja divisivel por 4 e 9, simulta-
neamente.

Para que 3a2b seja divisivel por 4 e 9 tém de se verificar as seguintes
condigdes:

* O numero formado pelos algarismos das dezenas e unidades
(neste caso 2b) tem de ser multiplo de 4;
* Asoma dos algarismos do nimero tem de ser um multiplo de 9.

Entdo, pela primeira condicdo, temosque b=0V b=4V b =8;

Quando b =0, pela segunda condicao, temos que
3+a+2+0=9©a+5=9<a=4.

Quando b =4, pela segunda condicdo, temos que
3+a+2+4=9©a+9=9< a=0Va=9

Quando b = 8, pela segunda condicdo, temos que
3+a+2+8=9©a+13=9<a=5.

O problema tem assim 4 solucgdes:

5. Para completar uma determinada prova de atletismo, os atletas tém
que fazer 7 vezes o mesmo percurso. A Joana demora 25 minutos a
completar uma volta e a Luisa demora 30 minutos. Iniciaram a prova as
9h15m. Em algum momento da prova voltarao a cruzar-se no ponto de
partida? Se sim, a que horas?

O momento em que se voltam a cruzar corresponde ao mmc(25,30). O
mmc(25,30) = 150, logo voltam a cruzar-se as 11h45m.
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6. Uma editora pretende enviar livros para varias escolas. Em stock, tém
75 exemplares do livro de adivinhas, 120 do romance e 165 do livro de
aventuras. A editora ird proceder ao envio em embalagens, cada uma
com os trés tipos de livros em quantidades iguais e com o maior nimero
possivel de exemplares de cada tipo. Determine quantos livros de aven-
turas tera cada embalagem.

Para responder precisamos de determinar o mdc (75, 120, 165) . O mdc
(75, 120, 165) = 15 . A editora podera dividir os livros em 15 embala-
gens. Logo cada embalagem tera 11 livros de aventuras.

7. Mostre que:

a) 0,(17) é um nuimero racional.

x=0,(17)
100x = 17, (17)

100x - x = 17,(17) - 0,(17) © 99 x = 17 & x = 1L

b) 0,(3) + 0,(6) € um nimero natural.

x=0,(3)+0,(6)=0,09)
10x=9, (9)

10x-x=9,9)-0,(9) ©®9%x=9<=x=1.
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Exercicios e problemas globais

1. Mostre, em N, que o produto entre um nimero par e um nimero
impar é um nimero par.

4 N

o /

2. Mostre que a diferenca entre os quadrados de dois numeros naturais
consecutivos é sempre um nimero impar.

4 N

- /

3. Numa divisdo inteira o dividendo é 76 e o resto é 10. Determine que
valores podem assumir o divisor e o quociente.

4 N
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4. Determine os valores de a e de b para os quais:

a) o numero 5a10b é simultaneamente divisivel por 3 e por 4.

4 N

o /

b) o nimero 1a62b é simultaneamente divisivel por 3, 4 e 5.

4 N

o /

¢) o nimero 2b5a é simultaneamente divisivel por 5 e por 9.

4 N
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5. O Luis, a Rita e o Antdnio sao médicos e ddo consultas num consul-
tério privado. O Luis da consultas nesse consultério de 10 em 10 dias, a
Rita de 12 em 12 dias e o Antdénio de 15 em 15 dias. Sabendo que esti-
veram os trés no consultério no dia 4 de janeiro de 2022, determine em
gue dia se voltardo a encontrar.

4 N

N /

6. Considere dois numeros primos entre si, em que o mmc é igual a 120.
Sabendo que um dos nimeros é 8, determine o outro.

7. Considere dois nimeros naturais a e b, tal que mdc (a, b) =4 e mmc
(a, b) = 24. Determine os valores de a e b, sabendo que b se obtém adi-
cionando 4 unidades a a.

4 N
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8. De um tridngulo escaleno sabe-se que a medida de cada um dos seus
lados é um numero natural, a, b, c, tais que:

O a<b<c

o mdc(ab)=1
o mdc(bc)=1
o mdc(a,c)=3

o mmc(a, b, c)=30

Determine a medida de cada um dos lados do tridngulo.

9. Considere a seguinte situacdo: “A Maria comeu 1 de um bolo de cho-
colate e a Ana comeu o dobro da quantidade comida pela Maria.”

9.1. Apresente uma expressdao matematica que traduza a quantidade de
bolo que as duas amigas comeram.

9.2. Calcule a fracdo de bolo que sobrou.
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10. Na Escola de Cima ha trés turmas de 5.2 ano. Na turma A, ha 27
alunos, sendo os rapazes o dobro das raparigas. Na turma B, que tem 28
alunos, ha mais dois rapazes que raparigas. Na turma C, % dos alunos sao
raparigas e ha 7 rapazes. Indique, quantos rapazes e quantas raparigas
tem cada uma das turmas.

11. Em cada situacdo, formule um problema que possa ser traduzido
pela expressdao numérica.

a) 1-(3+3) b) 12

12. Determine o niumero que:
a) adicionado a % éigual a 120 . b) dividido por 3 é igual a 125

4 )
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13. Mostre que 1,(45) é um nimero racional.

14. Determine a fracdo geradora de 0,(205).

N N

15. Indique o valor légico das seguintes afirmacgdes.
a) Se a é um multiplo de 3, entdo a é multiplo de 6.
b) Todos os nimeros primos sdo impares.

c) Entre 1,1 e 1,2 existem exatamente 9 nlumeros
racionais.

d) Se o mdc(a,b)=2 e axb=12, entdo a=3 e b=4.

e) Os conjuntos N e Z sdo discretos e os conjuntos Q e
R sdo densos.

f) Uma dizima finita € um nimero real.

g) Um ndmero composto é um numero com 3 ou
mais divisores.

h) Uma dizima infinita periédica é um numero
racional.

O 0O 00 00 OO0



108 | CAPITULO 2
i) Entre dois nimeros racionais existe uma infinidade de
numeros inteiros.

j) Entre dois nimeros inteiros existe uma infinidade de
numeros racionais.

k) O conjunto dos numeros racionais contém o
conjunto dos numeros inteiros e estd contido no
conjunto dos numeros reais.

1) Todo o numero real é irracional.

m) Considere k como um numero primo, entdo ak é
multiplo de k, se a é natural.

00 00O O O

n) Toda e qualquer dizima é um numero real.

16. Escreva os numeros do conjunto Z que estdo entre -2,(3) e g

C

17. Considere o conjunto A ={0,3; 0; 1,1 (3); 15’; n;1§7 ; 5;150}

N

a) Escreva os numeros 0,3 e 1,1(3) na forma de fragdo irredutivel.

b) De todos os elementos que pertencem ao conjunto A, indique os
gue pertencem ao conjunto dos nimeros racionais (Q) .
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18. A figura seguinte representa as primeiras cinco linhas do triangulo har-
monico construido por Leibniz no século XVII, a partir do triangulo de Pascal.

&
006
EEcEe
050

)
O
OO

Qo
O
O
O
O

O

O
O
O

a) Que regularidade existe entre duas linhas consecutivas do trian-

gulo harmodnico? Investigue e explique o seu raciocinio.

-

N

~

/

b) Escreva as linhas 6 e 7 do triangulo, usando fracdes irredutiveis.
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c) Observe os termos da segunda diagonal do tridngulo harmdnico

1 1 1 1
(EI glﬁl%l"')'

Existird alguma relacdo entre os denominadores destes termos? Ex-
pligue o seu raciocinio. Qual serd o denominador do 100.2 termo

desta diagonal?

d) Usando a calculadora, reescreva o tridngulo utilizando a repre-
sentacdo decimal de cada um dos numeros racionais. Que tipo de

dizimas aparecem no novo triangulo?

e) Existe alguma relacdo entre o tipo de dizimas geradas e os deno-

minadores das fragdes? Investigue e explique o seu raciocinio.

~

~
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19. Em cada uma das 3 figuras representadas, o lado do quadrado cin-
zento tem o comprimento da diagonal do quadrado branco. O lado do
guadrado branco da figura 1 mede 1 e a medida do lado dos quadrado
branco aumenta 1 unidade entre a figura 1 e a figura 2 e entre a figura 2
e a figura 3.

;. 2

a) Calcule a area de cada um dos quadrados da figura 3.

4 N
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b) Indique o valor l6gico das seguintes afirmagdes. Justifique.

- A medida do lado do quadrado cinzento da figura 2 é um nimero
irracional.

- A soma das dreas dos dois quadrados da figura 3 é um numero
irracional.

4 N
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Neste capitulo pretendem-se apresentar e discutir aspetos centrais relati-
vos ao estudo das operagGes elementares, com nimeros naturais, numa
perspetiva relevante para os professores dos primeiros anos. Neste senti-
do, assume-se claramente que o conceito de sentido de niimero é central
e um importante ponto de partida para o que se vai apresentar e discutir.

Foi fundamentalmente no inicio da década de 90 do século passado
gque se comegou a perspetivar o ensino e a aprendizagem dos nume-
ros e das operagdes numa perspetiva pedagdgica de desenvolvimento
do sentido de numero. O sentido de nimero refere-se a compreensao
geral dos niumeros e operagdes e a destreza e predisposi¢cdo para usar
essa compreensdo de modo flexivel. Ter sentido de nimero reflete assim
uma tendéncia e habilidade para usar os numeros e o cdlculo de modo
flexivel, ponderando as técnicas a utilizar em fung¢do da sua adequacao
a situacdo e contexto, assumindo particular importancia a estimativa e
o uso de estratégias de calculo mental, assentes no uso de propriedades
e relagBes numéricas. Adotamos aqui a perspetiva de Buys (2001) rela-
tiva ao cdlculo mental, que aponta trés carateristicas para este tipo de
calculo: i) opera-se sobre os nimeros e ndo sobre os digitos; ii) usam-se
as propriedades das operacGes e relacbes numeéricas; e iii) embora se
calcule mentalmente, é possivel fazer registos.

Do ponto de vista didatico, trabalhar numa perspetiva de desenvolvi-
mento do sentido de nimero implica a conce¢do de experiéncias de
aprendizagem em que as criangas desenvolvem e utilizam uma grande
variedade de estratégias e de procedimentos de adig¢do, subtra¢cdo, mul-
tiplicacdo e divisdo usando a sua compreensdo dos numeros. Progres-
sivamente vao transformando estas estratégias e procedimentos em
diferentes niveis de abstracdo e de aplicacdo flexivel. Entre outros, este
desenvolvimento progressivo caminha a par da aquisicdo:

(a) de uma certa compreensao dos numeros, associada a orga-
nizagdo da sequéncia numérica e ao desenvolvimento da nogdo
do sistema decimal;

(b) de competéncias especificas tais como a contagem sistema-
tica de em de, a partir de um nUmero qualquer, progressiva e
regressivamente;

(c) da decomposicdo dos nimeros em partes diferentes ou iguais
(60 =30+ 30=38+22), decomposicdo em fatores (60 =2 x 30 =
4 x 15) ou usando propriedades (60 =5x 10 + 5 x 2);
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(c) da compreensao de relagGes numéricas simples, tais como: 6
+7=13,porque6+6=120u9+7=10+6 =16;

(d) da capacidade de raciocinar a partir de relagGes e generalizar,
por exemplo pensar que se 3x 2 =6 entdo 30 x 2 =60; ou se 3 +
2 =5entdo 30 + 20 =50.

No desenvolvimento do sentido de nimero e no que as operagdes diz
respeito, é importante conhecer os sentidos das operagées, as proprie-
dades e relagdes numéricas que podem ser desenvolvidas e que apoiam
o calculo mental e escrito dos alunos e os algoritmos mais ou menos
formais que os alunos podem utilizar. Nas sec¢Ges seguinte, procuram-se
apresentar e discutir aspetos relevantes de cada uma destas dimensdes
para cada uma das operac¢dOes elementares.

3.1. Adicao e subtracao

3.1.1. Sentidos da adi¢ao e da subtracdo

As situacdes, em contexto, que envolvem adicdo podem ter dois sen-
tidos, o sentido de juntar (ou combinar), presente, por exemplo, no
problema: “Uma fruteira tem 6 laranjas e 8 macgas. Quantos frutos tem
a fruteira no total?; e o sentido de acrescentar, presente, por exemplo,
no problema: “A Francisca estd a colecionar cromos do mundial. Ja ti-
nha 23 e a mae hoje trouxe-lhe mais 12. Com quantos cromos ficou a
Francisca?.

As situacOes, em contexto, que envolvem subtracdo podem ter trés
sentidos, o sentido de retirar, presente, por exemplo, no problema: “O
Miguel recebeu uma caixa com 24 bombons e comeu 7. Quantos bom-
bons ficaram na caixa?”; o sentido de completar, presente, por exem-
plo, no problema: “O Pedro quer comprar uma camisola que custa 50€.
Ja poupou 32€. Quanto dinheiro que falta para poder fazer a compra?”;
e o sentido de comparar, presente, por exemplo, no problema: “A Ma-
ria tem 12 canetas e o Filipe tem 18 canetas. Quantas canetas tem a
mais o Filipe?.

A importancia de explorar situacdes que envolvam os diferentes sen-
tidos reside no facto de a cada sentido estar associada uma operagao
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mental especifica. Repare-se que, enquanto no exemplo de retirar
apresentado acima, uma crianca tenderd a subtrair 7 a 24 (24-7=7),
na situacdo de completar, uma crianga procurara o valor que terd de
adicionar a 32 para chegar a 50 (32+?=50). Isto significa que, apesar de
todos os problemas enunciados no paragrafo anterior serem de subtra-
¢do, apontardo estratégias de raciocinio que podem nao ser exclusiva-
mente subtrativas.

O quadro 6 sistematiza os sentidos da adicdo e da subtracdo, ilustran-
do-os com novos exemplos.

e pretende-se
determinar a
diferenca entre elas.

Operagao Sentido Descricdo Exemplo
Situagdes em O Jodo tem 17
que duas ou mais berlindes, o Pedro
Juntar/ combinar | quantidades sdo tem 11. Quantos
agrupadas numa berlindes tém os dois
Unica quantidade. juntos?
Adicdo
Situagdes em que O Jodio tinha 17
uma quantidade berlindes mas
Acrescentar é aumentada deram-lhe mais 11.
determinado Quantos berlindes
ndamero. tem agora?
SituacBGes em que 0 Jodo tinha 17
. ¢ Mg B berlindes e deu 11 ao
Retirar uma quantidade é S
Lo irméo. Com quantos
diminuida. .
ficou?
Situagdes em que se | Quantas bolas tenho
pretende encontrar | de colocar numa
Completar quanto falta a uma caixa para perfazer
Subtracdo quantidade para 17 bolas se esta ja
igualar outra. contiver 11 bolas?
Situactes em que Quantos cubos tem
duas quantidades .
~ a mais uma torre de
sdo comparadas ~
Comparar 17 cubos em relagdo

a uma torre com 11
cubos?

Quadro 6 — Sentidos da adigdo e da subtracgdo.
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3.1.2. Calculo mental e escrito na adi¢ao e subtragao

Numa fase inicial, as criangas podem adicionar e subtrair em diferentes
situagdes usando a contagem, usualmente apoiando-se na manipulagcao
de objetos (que podem ser contas, cubos ou os dedos das maos). O uso
da contagem é visivel quando uma crianca para calcular 7+5=?, conta a
partirdo 7: 8,9, 10, 11, 12 e responde 12. O mesmo acontece em situa-
¢Oes de subtracdo, em qualquer dos sentidos. Por exemplo, para calcular
quanto falta a 12 para ter 16, contam a partir do 12: 13, 14, 15, 16 e
verificam que sdo 4; ou para calcular 16-5=?, pensam regressivamente a
partir do 16: 15, 14, 13, 12, 11 e respondem 11.

Posteriormente, as criangcas evoluem nas suas formas de calcular quan-
do comecam a usar factos numéricos basicos para raciocinar em termos
aditivos ou subtrativos e vdao abandonando progressivamente a conta-
gem. Alguns exemplos de factos numéricos basicos sdo o conhecimento
dos “niimeros amigos do 10”, isto é, as decomposi¢des em duas parcelas
gue sdo iguais a 10 (0+10=10; 1+9=10; 2+8=10; 3+7=10; 4+6=10; 5+5=10),
ao qual se associa o conhecimento intuitivo da comutatividade da adi-
¢do (4+6=6+4=10); e o reconhecimento de dobros de nimeros pequenos
(1+1=2; 2+2=4; 3+3=6; 4+4=8; 5+5=10; 6+6=12; ...), que se amplia depois
para o reconhecimento de quase dobros (6+7=13 porque 6+6=12). Fosnot
e Dolk (2001) identificam um conjunto de estratégias usadas pelos alunos,
com numeros até 20, e que sdo fundamentais para adicionar e subtrair:

- dobros e quase dobros — por exemplo, 7+8=7+7+1=15 ou 7+8=8+8-1=15;
- usar o 5 como numero de referéncia, por exemplo, 6+7=5+1+5+2=10+3=13;
- fazer até ao 10, por exemplo, 9+6 via 9+1=10; 10+5=15;

- utilizar a compensagdo, por exemplo, 6+8=7+7=14;

- utilizar factos matemadticos ja conhecidos, por exemplo, 6+8=15, entdo
7+8=15+1=16.

Numa perspetiva de desenvolvimento de sentido de numero, o conhe-
cimento de factos numéricos e o uso das estratégias identificadas acima
facilitam e suportam o desenvolvimento de estratégias progressivamen-
te mais sofisticadas de calculo mental e escrito. Contudo, é importante
salientar que este desenvolvimento acontece de forma diferenciada e
individualizada em cada crianga e varia em fungdo das experiéncias de
aprendizagem que tiverem oportunidade de vivenciar.
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Vejamos uma situagdo que ilustra precisamente essa diversidade. Um
professor pergunta a duas criangas quanto é 5+8? A Maria responde:
“E mais facil pensar em 8+5. Fiz 8+2=10 e 10+3=13". O Pedro diz: “Eu
pensei de forma diferente. Fiz 5+5+3; 5+5=10 e 10+3=13". Os raciocinios
apresentados pelas criangas, ilustram estratégias facilitadoras do calculo
mental. Para calcular 5+8, Maria sugere que se comutem as parcelas,
adicionado a menor a maior e ndo o inverso. De facto, variadas vezes,
quando a crianca ainda conta para adicionar, é mais simples adicionar o
menor nimero ao maior. Por exemplo para adicionar 2+9, é mais simples
juntar 2 a9, do que juntar 9 a 2. Além disso ambas as criancas procuram
numeros de referéncia (o 5 e 0 10) para facilitar os célculos que associam
também facilmente aos dedos de uma e duas maos respetivamente:

- A Ana para fazer 8+5, decompde o 5 em 2+3, para conseguir obter 10. A
partir dai tudo é mais facil: 8+5=

-7

3:13

- O Jodo para fazer 5 +8, decompde o 8 em 5+3, para conseguir obter 10:

5+48=

3 3=13

A capacidade de estimar é uma das componentes do sentido de nimero.
Quando bem desenvolvida, reforca os saberes acerca do sistema de nume-
racdo decimal e dos efeitos das operages aritméticas sobre os nimeros.
Tradicionalmente a escola tende a valorizar a capacidade de calcular de for-
ma exata. Essa aprendizagem é de facto fundamental, contudo, até desse
ponto de vista, um aluno que seja capaz de estimar antes de calcular, conse-
gue avaliar se o resultado que obteve é razoavel ou n3o. E fundamental que
as criancgas sejam capazes de realizar estimativas e avaliar a razoabilidade
dos resultados. De facto, esta capacidade deve ser desenvolvida desde
muito cedo. Ao mesmo tempo que as criangas aprendem a calcular, devem
ser estimuladas a realizar estimativas e saber dizer aproximadamente qual
vai ser o resultado. No inicio da escolaridade a nog¢do de estimar ou obter
um valor aproximado deve organizar-se em funcdo dos nimeros de referén-
cia, particularmente do 10 e dos seus multiplos. Isto significa, por exemplo,
que as criancgas devem ser capazes de dizer sem calcular se a soma de dois
nimeros de um algarismo é maior ou menor do que 10. A medida que vai
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trabalhando com nimeros maiores deve ser capaz de estimar se uma deter-
minada soma é, por exemplo, maior ou menor que 50 ou 100.

Sempre que pedimos a uma crianca para adicionar (ou subtrair) podemos
guestiona-las previamente em relacdo a proximidade da soma (ou diferen-
¢a) que se pretende obter, com os nimeros de referéncia (10, 20, 50, 100):

8+4 “A soma vai ser maior ou menor que 10? Porqué?”
25+22 “A soma vai ser maior ou menor que 507 Porqué?”
19+6 “A soma estd mais proxima de 10 ou de 30? Porqué?”

31-12 “Adifereng¢a vai ser aproximadamente quanto? Porqué?”’

Retomando a nossa analise relativamente ao calculo mental, a medida
gue as criangas vao contactando com numeros maiores, as estratégias
usadas podem e devem também ser alargadas. A investigacdo realiza-
da nas ultimas décadas, em Educacdo Matematica, procurou sistemati-
zar o tipo de estratégias que as criancas usam para adicionar e subtrair
num contexto de desenvolvimento do sentido de nimero, com nimeros
maiores que 20. O quadro 7 sistematiza essas estratégias.

Exemplo Exemplo
Estratégia geral Codificacao na adicdo na subtracao
47 +28 54 -26

Saltos de 10 em 10
(N10)

47+20=67; 67+8=75

54-20=34; 34-6=28

Saltos

Saltos de 10 em 10,
com compensagao
(N10C)

47+30=77; 77-2=75

54-30=24; 24+4=28

Aproximagdo a
dezena mais proxi-
ma (A10)

47+3=50; 50+25=75

54-4=50; 50-22=28

Decomposicao
com recomposi¢do

40+20=60; 7+8=15;

40-20=20; 14-6=8;

Decomposigao

(1010) 60+15=75 20+8=28
40+20=60;
Método misto . >0-20=30; 30+4=34;
(108) 60+7=67;
34-6=28
67+8=75

Quadro 7 - Classificagdo das estratégias de adi¢do e subtragdo (adaptado de Foxman e

Beishuizen, 2002).
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E importante salientar, contudo, que as estratégias apresentadas acima
podem variar, sobretudo na subtracdo, se o célculo surgir como necessidade
de responder a um problema colocado em contexto em que o sentido nao
é retirar. Por exemplo, no uso de estratégias de saltos, se o sentido do pro-
blema for comparar ou completar, os alunos tendem a partir do subtrati-
vo para chegar ao aditivo, fazendo: 26+20=46; 46+8=54; 20+8=28 (N10)
ou 26+30=56; 56-2=54; 30-2=28 (N10C) ou 26+4=30; 30+24=54; 4+24=28
(A10). Na subtracdo as estratégias de decomposi¢do sdo propicias a erros.
Repare-se que, no exemplo acima, a decomposi¢cdo ordem a ordem simples
(50-20; 4-6) é problematica uma vez que os alunos tendem a nado reconhe-
cer que 4-6 é diferente de 6-4 e respondem que a diferenca é 32 e ndo 28. 0
uso correto da estratégia implica a decomposi¢cdo mais complexa, ilustrada
acima, e que nao é facilmente compreendida pelos alunos.

O uso de modelos que auxiliem a crianga a estruturar o seu modo de pensar
sao fundamentais para estimular o uso de estratégias de cdlculo mental e
escrito. Ha varios modelos relevantes, mas colocariamos dois em evidéncia,
o quadrado do 100 e a reta numérica ndo graduada. O quadrado do 100
nao é mais do que um quadrado 10x10 em que as quadriculas estdao nume-
radas de 1 a 100 (figura 21).

11 |12 (13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 |22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 132|133 |34 |35)36 |37 )38 |39 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 (53|54 |55 |56 |57 |58 ]| 59| 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71 | 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80

81 |18 |8 |8 |8 |8 |87 )8 | 89| 9

91 [ 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Figura 21 — Quadrado do 100
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Este material pode ser usado pelas criangas para adicionar ou subtrair,
guando os nimeros envolvidos sdo menores ou iguais a 100, fazendo
contagens progressivas ou regressivas de 1 em 1 ou fazendo saltos maio-
res, partindo do reconhecimento das regularidades que existem no qua-
drado do 100, principalmente a variagcdo de uma unidade que se verifica
entre colunas consecutivas e a variacdo de uma dezena que se verifica
entre linhas consecutivas.

Vejamos o uso que pode ser feito do quadrado do 100, para calcular 47+
28=7? (figura 22 —exemplo A), a crianca pode marcar o numero 47 no qua-
drado, pintando-o ou colocando sobre ele uma peca e de seguida adicio-
nar 20 e depois 8, o que corresponde a descer verticalmente 2 linhas,
chegando ao nimero 67 e depois juntar 8 unidades, o que pode ser feito,
por exemplo, usando a compensacdo (10-2), o que corresponde a descer
uma linha e recuar duas unidades (N10C). Uma outra possibilidade (figu-
ra 22- exemplo B) seria a crianca aproximar a dezena mais proxima (A10),
juntando 3 unidades ao 47, o que corresponde a fazer um deslocamento
para a direita, obtendo 50 e despois acrescentar 25.

Exemplo A Exemplo B
1]12|3|4(5|6]|7|8]|9|10 1]12|3(4(5]|]6]7|8]|9]|10
11(12(13|14|15(16(17|18|19|20 11(12(13|14|15(16(17|18|19|20
21(22)23|24(25]26|27|28(29|30 21|22)23)|24(25(26|27(28]|29]|30
31(32|33|34(35|36|37|38(39]|40 31|32)33|34(35(36|37(38|39]|40
41(42143)|44|45(46 .47 48 (49 | 50 41(42|43|44|45(46 4748 493‘51
51|52|53(54(55]|561]|57(58]|59]|60 5152|5354 (55(56|57]|5 ’f 60
61|62|63(64(65|66|67(68|69|70 6162|6364 GSA 6 7(68]69|70
71172173 (74 75#_77 78 (79|80 71172173174 (75|76 |77 (78|79 |80
81(82|83|84|85(86|87|88(89(90 81(82|83(84(85|86|87|88(89|90
91(92|93|94|95(96|97 |98 (99 100 911929394 (95(96 |97 (98|99 |100

Figura 22 — Exemplos de célculo de 47+28=? com o apoio do quadrado do 100.

E importante salientar que as situacdes apresentadas acima s3o apenas
exemplos, ja que ha um ndimero maior de estratégias que podem ser
utilizadas. A flexibilidade é uma carateristica do cdlculo mental, que deve
estar presente no uso deste modelo de apoio a estruturagdo do pensa-
mento da crianca.
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A reta numérica ndo graduada é outro modelo de apoio que pode au-
xiliar o desenvolvimento do calculo mental das criangas e facilitar a
utilizacdo da estratégia dos saltos, quer na adi¢do, quer na subtracgdo.
Adicionalmente, estimula o estabelecimento de relacdes de ordem en-
tre os numeros, ja que para usar a reta é necessario posicionar adequa-
damente os numeros a medida que vao sendo usados na resolucdo da
operacdo. llustraremos de seguida, no quadro 8, algumas situagGes de
uso da reta numérica a partir de situacdes problematicas, identificando
as estratégias utilizadas.

Problema

Exemplo de resolugao

Estratégia

Um museu recebeu a
visita de 56 alunos du-

+10 +10
+

A crianca marca o nu-
mero 56 na reta e faz

leite. Na segunda-feira
gastaram-se 34. Quan-
tos pacotes de leite
ainda ha?

»

yvy v,
T T T T
@u6 s6 66 76

rante a manhd e de 23 f-3y saltos de 10 (N10).
durante a tarde. n-

. Qua 56 66 76@79
tos alunos visitaram o
museu nesse dia?
Numa piscina, ha 35 +20 A crianga marca o nu-
bolas e 19 arcos. Quan- % mero 35, faz saltos de
tos objetos existem ao A 6955 10 e compensa, recuan-
todo?” do uma unidade (N10C).
No inicio da semana A crianga marca o nu-
existiam na escola do mero 76 faz saltos de
David 76 pacotes de 4 A0 10 ~10 10 (N10).

Na peixaria, a mae da
Mariana tirou a senha
48 e estava a ser aten-
dida a pessoa com a
senha 19. Quantas pes-
soas tem a mde da Ma-
riana a sua frente?

19 20 40 48

A crianga marca o nu-
mero 19 e aproxima a
dezena mais proxima
que é 20 (A10), saltando
depois até chegar ao 48.

Quadro 8 — Exemplos de uso de estratégias dos saltos com apoio da reta numérica.

Nos exemplos acima, a escolha dos nimeros envolvidos ndo foi neutra.
Repare-se que as estratégias utilizadas, ainda que pudessem ter sido
outras, se ajustaram bem aos nuimeros envolvidos. A existéncia de um
valor pequeno nas unidades estimula o uso da estratégia N10, enquanto
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a existéncia do nove nas unidades estimula o uso da estratégia N10C ou
da estratégia A10.

E importante voltar a salientar que também os sentidos dos problemas
enunciados ndo sdo neutros no impacto que podem ter nas estratégias
utilizadas. Quando o contexto esta presente numa situagdo de calculo,
esse mesmo contexto, pelo sentido operatdrio que inclui, induz determi-
nado tipo de estratégias em detrimento de outras. Repare-se no caso no
problema dos pacotes de leite, neste caso, como o sentido do problema
é o de retirar, a crianc¢a vai tender a assinalar o aditivo e ir retirando
sucessivamente quantidades a esse niumero (saltando da direita para a
esquerda); ja no problema da peixaria, em que o sentido é comparar,
a crianga vai tender a assinalar o subtrativo e ir adicionando sucessiva-
mente quantidades a esse nimero para chegar ao aditivo (saltando da
esquerda para a direita). Adicionalmente, enquanto que, na primeira
situacdo, a diferenca é um numero assinalado na reta, ja na segunda
situacdo, a diferenca é a soma dos valores dos saltos.

Na aprendizagem da adi¢do a da subtracdo devem ser proporcionadas as
criancgas experiéncias de aprendizagem que privilegiem de forma inten-
cional o desenvolvimento e o uso de estratégias diversificadas de célculo
mental e escrito. No dmbito destas experiéncias, o recurso a tarefas de
resolucdo de problemas é fundamental, pois, como vimos, o contexto
nao sé da sentido ao trabalho matematico que estd a ser desenvolvido,
mas também estimula o uso de estratégias especificas e Uteis para o cal-
culo de somas e diferencas.

Estes processos precisam de tempo, porque o desenvolvimento do sen-
tido de numero, onde se incluem as capacidades de célculo, ndo aconte-
cem nem ao mesmo tempo, nem da mesma forma, em todas as criangas.
Alguns vao precisar de usar modelos de apoio para estruturar as suas
formas de pensar, outros vao querer abandona-los, porque sentem que
jd ndo precisam deles. Esse é o caminho, mas cada crianga precisa de
percorré-lo ao seu ritmo. Nesta dificil dinamica pedagdgica, quando se
pensa na sala de aula, ganham uma importancia decisiva as discussdes
matematicas, por um lado, porque quando a crianga verbaliza a forma
como pensou para resolver um dado problema é impelida a refletir so-
bre o que fez, o que conduz a um aprofundamento e maior consciencia-
lizagdo acerca da forma como pensou; por outro, porque quando escuta,
por exemplo, a explicagdo de um colega é levado a confronta-la com a
sua, aprendendo outras formas de ver matematicamente, dando-lhes
muitas vezes significado e apropriando-se delas na sua pratica matema-
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tica. Mas acima de tudo, uma discussdo matematica convida os alunos
a colocarem-se numa perspetiva analitica e critica sobre o que se faz na
aula de matematica, desenvolvendo competéncias transversais funda-
mentais para a vida.

3.1.3. Algoritmos para a adi¢ao e subtragao

Em determinadas situagGes de cdlculo, principalmente com numeros
grandes, é util conhecer algoritmos que permitam calcular somas e di-
ferengas. Adotamos aqui o entendimento de que um algoritmo é uma
disposicdo vertical de cdlculo que permite calcular o resultado de uma
operacao pela aplicacdo de um procedimento sequencial.

Um dos algoritmos que nos parece relevante para a adicdo é o algoritmo
das adigGes parciais, que tem a particularidade de facilitar a transposi-
¢do de estratégias horizontais de calculo, baseadas na decomposicao,
para uma disposicao vertical. Se a criancga, para adicionar 45 a 267, de-
compde os numeros por ordens (267+45=200+60+7+40+5=200+100+12
=312), compreendera facilmente este algoritmo. A figura 23 apresenta
dois exemplos que descreveremos de seguida.

267 685
+45 +133
12 8
100 110
+200 700
312 818

Figura 23 — Exemplos de uso do algoritmo das adi¢Ges parciais.

Para adicionar 267 com 45 adicionam-se os valores, ordem a ordem. Nas
unidades temos 7+5=12, regista-se 12 (repare-se que verticalmente, ao
registar 12, temos 12 unidades, na forma de 1 dezena e 2 unidades); nas
dezenas temos 6+4=10, regista-se 100 (10 dezenas sdo 100 unidades); nas
centenas temos 2, regista-se 200 (2 centenas sdo 200 unidades). Final-
mente, adicionam-se as somas parciais para obter a soma total. O proce-
dimento foi igual para o segundo exemplo em que se adicionou 133 a 685.
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Nas unidades temos 5+3=8, regista-se 8; nas dezenas temos 8+3=11, regis-
ta-se 110; nas centenas temos 6+1=7, regista-se 700. Finalmente, adicio-
nam-se as somas parciais para obter a soma total. Optamos por descrever
o algoritmo comecando a adicionar da menor ordem para a maior ordem,
mas poderiamos té-lo feito da maior ordem para a menor. Discutir com
as criancgas essa possibilidade é alids uma oportunidade de reforcar a sua
compreensao acerca da natureza posicional do sistema de numeracao.

Um outro algoritmo para a adicdo é o comummente designado como al-
goritmo tradicional da adicdao. Na realidade este algoritmo ndo é mais
gue uma versdo sintética do algoritmo das adi¢Ges parciais e que impli-
ca a formalizacdo do transporte (ou reagrupamento) quando necessario
para resolver a operacdo. A figura 24 apresenta dois exemplos, um em que
nao ha transporte e outra em que ha transporte. Para adicionar 243 com
135, adicionam-se os valores ordem a ordem, comegando na direita para
a esquerda. Nas unidades temos 3+5=8, regista-se 8; nas dezenas temos
4+3=7, regista-se 7; nas centenas temos 2+1=3, regista-se 3. Obtemos a
soma 378. Nesta situacdo como a soma dos digitos de cada ordem é me-
nos do que 10, nunca ha necessidade de transporte (ou reagrupamento),
dizemos que é um exemplo de adicdo sem transporte. Ja na adi¢do de 267
com 184, usando este procedimento, temos, nas unidades 7+4=11. Con-
tudo, a quantidade 11 ultrapassa a capacidade de primeira ordem que s6
comporta quantidades entre 0 e 9, isto porque obter 11 corresponde a ter
uma dezena e uma unidade. Entdo, registo 1 nas unidades e transporto a
dezena para a segunda ordem (coloca-se 1 na colunaonde jdestdob6eo
8). Na segunda ordem, adiciono todas as dezenas, temos 1+6+8=15, regis-
to 5 e transporto a centena para a terceira ordem (coloca-se 1 na coluna
onde jd estd 0 2 e 0 1), pelo mesmo motivo. Obtemos a soma 451.

11
243 267
+135 + 184
378 451

Figura 24 — Exemplos de uso do algoritmo tradicional da adi¢do (sem e com transporte).

Gostariamos ainda de referir um outro algoritmo com relevancia histéri-
ca e bastante usado na Europa, durante a idade média, a medida que se
generalizava o uso do sistema de numeragao indo-arabe em detrimento
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do sistema de numeragao romano. Estamos a falar do algoritmo da ge-
losia. Este algoritmo usa janelas ou quadrados onde os digitos das somas
parciais sdo registados. A figura 25 apresenta 3 exemplos de uso deste
algoritmo. O algoritmo pode ser descrito da seguinte forma: em primei-
ro lugar, registam-se as parcelas verticalmente; depois, desenham-se
guadrados justapostos, debaixo da ultima parcela (tantos quantas as or-
dens envolvidas); de seguida, dividem-se esses quadrados por uma dia-
gonal como se ilustra na figura 25; depois, regista-se em cada quadrado
a soma, ordem a ordem, escrevendo abaixo da diagonal o algarismo das
unidades e acima da diagonal o das dezenas; finalmente, adicionam-se
os valores das diagonais (representadas da mesma cor, nos exemplos).

2 4 3 2 2 15
1 3 5 1 1 8 8

0o /o /jo 0 1 1 0 /|0 1

6 7
+ +1 8 4 +

3 7 8 3 4 1 3 9 3
3 7 8 4 5 1 4 0 3

Figura 25 — Exemplos do uso do algoritmo da gelosia.

Repare-se que neste algoritmo a diferenca entre adicbes com e sem
transporte ndo é significativa a exce¢ao de quando se obtém, na mesma
diagonal, os digitos 1 e 9 (como no terceiro exemplo da figura). Nesta si-
tuacdo hd transporte de um agrupamento para a ordem imediatamente
superior.

TAREFA 15

1. Numa turma, diferentes criancas calcularam 17 + 39 de modos dife-
rentes, usando a reta numérica. Os seus raciocinios podem ser traduzi-
dos da seguinte forma:

A Ana pensou: 17 +39=(17+3)+36=20+36=56

A Paula pensou: 17+39=(17+10+10+ 10)+9=47+9=47+10—-1=57—1=56

O Jodo pensou: 17+39=17+40-1=57-1=56
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1.1. Reproduza na reta cada uma das estratégias.

1.2. Identifique as estratégias usadas por cada crianca.
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2. Considere o seguinte problema: “A Joana estd a ler um livro com 35
paginas. Ja leu 18 paginas. Quantas |Ihe faltam ler?”. Observe a forma
como uma crianga resolveu o problema.

2.1. Identifique o sentido do problema.

2.2. Identifique a estratégia utilizada pela crianga.

2.3. Indique os outros sentidos da subtracdo e exemplifique cada um
deles com um problema.
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3.2. Multiplicagao

3.2.1 Sentidos da multiplicagao

Relativamente a multiplicacdo existem trés sentidos muito relevantes
para o estudo da operagao: o sentido aditivo, o sentido proporcional e
o sentido combinatorio.

O sentido aditivo, associado comummente a repeticdo de conjuntos
equipotentes (conjuntos com o mesmo cardinal) estd presente, por
exemplo, no problema: “A Joana tem 3 sacos, cada um com 4 rebucados.
Quantos rebucados tem a Joana?”. Situacdes que envolvam este sentido,
apresentam uma conexdo muito forte com conhecimentos anteriores
das criangas, uma vez que estimulam o uso da adicdo repetida, sendo
por isso facilmente compreendidos pelos alunos. No exemplo anterior,
a crianga pode resolver o problema, sem multiplicar, dizendo, por exem-
plo, que aJoana tem 12 rebucados pensando em 4+4+4=12. Este contex-
to proporciona também o reconhecimento que 4+4+4=3x4=12.

No ambito da analise de situagBes e contextos onde estd presente o sen-
tido aditivo, adquirem particular relevancia as situagdes de disposi¢do
retangular, porque estimulam a emergéncia de procedimentos multipli-
cativos, incluindo a ideia de produto. Vejamos um exemplo, a partir de
disposicGes retangulares de frutas em caixas (figura 26).

Figura 26 — Exemplos de frutas em disposi¢do retangular (Tavares, Gongalves, Menino &
Cadima, 2011).
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Ao pedirmos as criangas que digam quantos frutos hd numa caixa, es-
timulamos que relacionem a adi¢do com a multiplicagdo. Por exemplo,
numa caixa de macas da figura 26, tomando como referéncia as colunas,
podemos dizer que ha 3+3=2x3=6 macas; olhando para as linhas, pode-
mos dizer que ha 2+2+2=3x2=6 macas. E também evidente que emerge
intuitivamente a propriedade comutativa da multiplicacdo (3x2=2x3).
Estes aspetos sdo ampliados e consolidados ao serem analisadas caixas
com maior nimero de frutos.

Se pedirmos aos alunos que calculem quantos frutos ha nas duas caixas
de macas da figura 26, estamos ja a estimular o uso do sentido propor-
cional da multiplicacdo, uma vez que alguns alunos podem raciocinar
usando a nocdo de dobro afirmando que se numa caixa de macas ha 6
macas, em duas ha 6+6=2x6 (dobro), que sdo 12. Adicionalmente, nesta
situagdo, as criangas podem continuar a olhar para os alinhamentos dos
frutos nas duas caixas, dispostas uma por cima da outra, visualizando o
total de frutos de diferentes formas:

- 3+3+3+3 = 4x3 = 12 (quando veem 4 colunas de 3 magas);
- 2+42+242+2+2 = 6x2 = 12 (quando veem 6 linhas de 2 magas);
- 6+6 = 2x6 = 12 (quando veem 2 colunas de 6 magas).

Se as duas caixas de magas estivessem lado a lado horizontalmente, as
possibilidades de contagem seriam outras ja que, olhando para os ali-
nhamentos em coluna e linha das duas caixas em conjunto, poderiam
contar 4+4+4=3x4=12 (nas linhas) e 3+3+3+3=4x3=12 (nas colunas).

Todas estas exploracdes, fortemente alicercadas no contexto, permitem
gue as criancas explorem diferentes relagdes entre expressées numéri-
cas equivalentes, envolvendo a multiplicacdo. Inclusivamente, verifica-
mos que tarefas desta natureza apresentam a possibilidade de estabele-
cimento de conexdes entre os nimeros e a algebra, ao proporcionarem
discussoes e reflexdes acerca das igualdades aritméticas, envolvendo a
multiplicacdo.

O sentido proporcional esta presente, por exemplo, no problema: “Um
bolo leva 4 ovos. Quantos ovos serdo necessarios para fazer 2 bolos? E
4 bolos? E 8 bolos?”. Este sentido estimula claramente um pensamen-
to proporcional e faz uso intuitivo da propriedade distributiva da mul-
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tiplicagdo em relagdo a adigdo, neste caso particular usando os dobros:
se 1 bolo leva 4 ovos, dois bolos levam o dobro (2x4), ou seja 8 ovos
(1x4+1x4=8); 4 bolos (4x4) levam 16 ovos (2x4+2x4=2x8=16); e 8 bolos
(8x4) levam 32 ovos (4x4+4x4=2x16=32). Destacariamos dois tipos de
representacdo muito Uteis neste tipo de contexto, a reta numérica e a
tabela. Se a crianca usar a reta pode comecar por estabelecer a corres-
pondéncia entre 1 bolo e 4 ovos (um bolo leva quatro ovos) e ir duplican-
do cada variavel, fazendo registos sucessivos na reta. Esta representacao
visual da significado e suporta o raciocinio proporcional (figura 27).

4 8 16 32 Numero de ovos

»

1 2 4 8 Numero de bolos

S A A
x2 x2 x2

Figura 27 — Uso da reta numérica com sentido proporcional.

A tabela pode ser outra representacdo Util, de suporte a este tipo
de raciocinio (figura 28).

Numero de bolos Quantidade de ovos
x2 1 4 X2
ng i 186 % x2
x2 C p > D x2

Figura 28 — Uso da tabela com sentido proporcional.

O sentido combinatoério esta presente, por exemplo, no problema: “A
Mariana tem 3 camisolas de cores diferentes e duas saias também de co-
res diferentes. De quantas formas diferentes se pode vestir, combinando
uma camisola com uma saia?”.

A multiplica¢do, enquanto produto cartesiano de conjuntos, sé esta pre-
sente em situac¢des de sentido combinatdrio. Repare-se que é sé nestas
situagBes que o produto é uma quantidade de elementos que resulta da



132 | CAPITULO 3

combinacdo de elementos de dois conjuntos, isto é, se eu multiplico um
conjunto cujos elementos sdo camisolas por um conjunto cujos elemen-
tos sdo calcas, o produto é a quantidade de combinagbes possiveis de
escolher camisolas e calgas diferentes, ou seja é o cardinal do conjunto
dos pares ordenados que resulta da multiplicacdo dos 2 conjuntos. No
exemplo do problema acima temos 2 tipos de saias e 3 tipos de camiso-
las, que podemos representar, respetivamente, da seguinte forma:

A={bn}  B={m,p}

O produto de A por B é representado assim: A x B = {(b,m), (b,c), (b,p),
(n,m), (n,c) ,(n,p)} e cada um dos pares ordenados é uma combinagdo
entre um tipo de saia e um tipo de camisola. Ja nas situacdes de adicao
repetida ou proporcionalidade, isto ndo acontece, porque o produto é
sempre da natureza da varidvel, isto é, se eu repito um conjunto de 6
bolas, n vezes, o produto continua a ser uma determinada quantidade
de bolas.

Para resolver o problema de combinacdo de 2 tipos de saias com 3 tipos
de camisolas, as criangas podem usar uma representacdo pictérica de-
senhando e combinando saias e camisolas, como ilustrado na figura 29.

B D ¥

\%J/ \%j/
I I

Figura 29 — Combinagdes de 2 saias de cores diferentes com 3 camisolas de cores diferentes.
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Ainda na resolucdo deste problema ha outras representacdes que as
criancas podem utilizar, de forma muito interessante, antes de genera-
lizarem que se trata de uma situacdao que pode ser modelada pela ex-
pressdo 3x2 ou 2x3. E comum utilizarem uma lista ordenada de possi-
bilidades, usando a linguagem natural (figura 30 — A). Adicionalmente,
representacgdes envolvendo o uso de uma tabela (figura 30— B) ou de um
diagrama (figura 30 — C) sdo muito Uteis.

- saia verde e camisola vermelha ; )
saia verde | saia castanha
- saia verde e camisola amarela camisola R} }
- saia verde e camisola azul vermelha
. . camisola
- saia castanha e camisola vermelha X X
amarela
- saia castanha e camisola amarela camisola § §
. . azul
- saia castanha e camisola azul
A B
| saia verde | | saia castanha |
camisola camisola camisola camisola camisola camisola
vermelha amarela azul vermelha amarela azul
C

Figura 30 — Representagdes Uteis em problemas com sentido combinatdrio.
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O quadro 9 sistematiza os sentidos da multiplicagao, ilustrando-os com
novos exemplos.

Proporcional

de que é um dos termos
de uma proporgao.

Operagao Sentido Descricao Exemplos
Situagdes em que se pro- | O Pedro embalou bombons
cura uma dada quantida- | em 5 caixas. Cada caixa tem
de que pode resultar da | 6 bombons. Quantos bom-
adicdo repetida de uma | bons embalou o Pedro?
constante. .

Um pequeno auditério tem
as cadeiras organizadas
Aditivo em 6 filas e cada fila tem 8
cadeiras. Quantas cadeiras

tem o auditdrio?
Uma estante tem 3 mddulos
iguais. A altura de cada mo-
dulo é 15 cm. Qual é a altura

da estante?

Situagdes em que se pro- | Os alunos de uma escola
Multiplica¢do cura uma dada quantida- | vdo fazer uma vista de estu-

do. Por cada 100 alunos sGo
necessdrios 2 autocarros.
Quantos autocarros s@o
necessdrios se forem 300
alunos a visita de estudo?

Um pack de 4 iogurtes cus-
ta 1,50€. Quanto custam 24
iogurtes?

Combinatdrio

Situagdes em que se pro-
cura o total de combina-
¢Oes entre os elementos
de dois conjuntos.

Com dois tipos de cones:
bolacha e nougat e trés
sabores: morango, choco-
late e pistachio, quantos
gelados diferentes de um
s0 sabor é possivel fazer?

Quadro 9 — Sentidos da multiplicagao.

3.2.2. Calculo mental e escrito na multiplicagao

Numa fase inicial, os alunos tendem a usar a adi¢do repetida na resolu-
¢do de problemas de multiplicacdo. Do ponto de vista da aprendizagem
é importante que progridam para o uso de estratégias multiplicativas
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que assentem: i) no uso intuitivo das propriedades da multiplicagdo,
em particular a propriedade comutativa e a propriedade distributiva
da multiplicagdo relativamente a adicdo e a subtragdo, mas também a
propriedade associativa; e ii) de relagdes numeéricas multiplicativas, em
particular as relagdes dobro/metade e o uso de produtos de referéncia
com os fatores 2, 5 e 10. Esta progressao ira suportar o desenvolvimento
de estratégias de cdlculo mental e escrito de forma inteligente e flexivel.
Neste processo, a escolha das tarefas é determinante para a concegao de
trajetdrias de aprendizagem. As tarefas devem estimular a utilizagdo de
modelos contextualizados, assentes na resolugao de problemas, envol-
vendo os diferentes sentidos da multiplicacdo e suportando o desenvol-
vimento do sentido da multiplicacdo e de formas adequadas de célculo
mental multiplicativo.

Num momento posterior, deve existir um trabalho muito consistente de
construgdo, de forma compreensiva e partindo de situagdes contextuali-
zadas, das tabuadas do 2, 5 e 10, onde as criangas vao adquirir as princi-
pais referéncias que irdo permitir um trabalho desenvolto e, consequen-
temente, a assimilacdo de produtos mais complexos de outras tabuadas.
Devera seguir-se a construcdo das tabuadas do 3 e do 4 e, posteriormen-
te das tabuadas do 6, do 7, do 8, do 9, do 11 e do 12.

Tradicionalmente, ainda que se parta de um contexto significativo, a
construcdo de cada tabuada faz-se numa légica aditiva, a partir da con-
tagem do primeiro grupo, que depois se repete sucessivamente uma,
duas, trés e mais vezes. Por exemplo, para a tabuada do 4, pode-se con-
siderar um carro, que tem 4 rodas. Se perguntarmos quantas rodas tem
1, 2,3, 4, .. carros, as criancas tenderdo a adicionar sucessivamente 4. A
estratégia tende assim a ser Unica e pode ser esquematizada da seguinte
forma:

1x4=4
2x4=8 (via 4+4)
3x4=12 (via 8+4)

4x4=16 (via 12+4)
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Esta abordagem nao é incorreta. Contudo, reforga, nas criangas, um pro-
cesso Unico assente na adigdo sucessiva. A consequéncia é que, quando
a crianca tiver de calcular 9x4, e se nao tiver memorizado ainda este
produto, tendera a adicionar o 4, nove vezes, 0 que € um processo, No
minimo, moroso e que tende a originar erros. Seria mais adequado e
rdpido pensar, por exemplo, que 9x4 é igual 10x4 — 4, ou seja, 40-4.

Num contexto de desenvolvimento do sentido de nimero, defendemos
outra abordagem assente na utilizacdo das propriedades da multiplica-
cdo e de relagdes numéricas conhecidas. Partindo do mesmo contexto
(um carro que tem 4 rodas), podemos comegar por perguntar as criangas
guantas rodas tém 2, 10 e 5 carros. Repare-se que esta escolha nao é
neutra na intencionalidade. Para pensar na quantidade de rodas que ha
em dois carros, as criangas podem pensar em 4+4, que corresponde ao
dobro de 4; para pensar na quantidade de rodas que hda em 10 carros as
criangas podem usar factos conhecidos sobre o sistema de numeracgdo
decimal, se um carro tem 4 rodas, 10 carros tém 40 rodas; se 10 carros
tém 40 rodas, 5 carros tém metade das rodas, logo tém 20. Depois pode-
mos perguntar quantos rodas hd em 9 carros. Eem 4,3,6,7,8, 11 e 12
carros. A ordem em que as questdes sdo colocadas, ndo sendo rigida, é
importante, pois induz o uso de determinadas propriedades e relagGes.
Vejamos a natureza das estratégias que podem ser usadas pelas crian-
¢as, no contexto desta abordagem, para o exemplo acima:

1x4=4 (facto conhecido)

2x4=8 (via 4+4 que corresponde ao dobro de 4; ou
através do dobro de 2x2)

3x4=12 (via 2x4 + 4; ou 4x4 — 4; ou através da proprieda-
de comutativa 4x3 que um produto da tabuada
do 3 ja trabalhada previamente)

4x4=16 (via 2x4+2x4, que corresponde ao dobro de §;
ou 5x4 — 4)

5x4=20 (via metade de 10x4)

6x4=24 (via 5x4 + 4; ou 3x4 + 3x4, que corresponde ao
dobro de 12; ou através do dobro de 6x2)

7x4=28 (via 5x4 + 2x4)

8x4=32 (via 4x4 + 4x4 que corresponde ao dobro de 16;

ou 10x4 — 2x4; ou através do dobro de 8x2)
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9x4=36 (via 10x4 — 4)

10x4=40 (facto conhecido; ou através do dobro de 10x2)
11x4=44 (via 10x4 + 4)

12x4=48 (via 10x4 + 2x4; ou o dobro de 6x4)

A diversidade de possibilidades aumenta nas tabuadas superiores ao 5, em
particular a utilizagdo da inversdo da ordem dos fatores (propriedade comu-
tativa), atendendo ao leque de tabuadas ja construidas anteriormente.

O desenvolvimento progressivo da compreensao da multiplicacdo, assente
no uso intuitivo das suas propriedades, na compreensao de relacdes numé-
ricas multiplicativas e na compreensao e posterior memoriza¢ao das tabua-
das permitem que as criancas calculem produtos com flexibilidade e profi-
ciéncia. No quadro 10 sistematizam-se alguns exemplos que ilustram uma
diversidade de estratégias de calculo mental e escrito para a multiplicagdo.

Estratégia

Exemplos

Uso da propriedade distributiva

7x28 = 7x20 + 7x8 = 140+56 = 196 ou

7x28 =7x30—-7x2=210-14=196 ou

7x28 = 7x25 + 7x3 =175+21 =196

12x23 =10x23 + 2x23 = 230+46 = 276

Uso da propriedade comutativa

2x134x5 = 2x5x134 = 10x134 = 1340

Uso da propriedade associativa

27x50x2 = 27x100 = 2700

Uso de factos conhecidos e valor
posicional

15x300 = 15x3x100 = 45x100 = 4500

304x20 = 304x2x10 = 608x10 = 6080

30x40 = 3x4x100 = 12x100 = 1200

Uso da relagdo dobro/metade
entre os fatores

24x5 =12x10=120

32x4 = 64x2 =128

Substituigdo

5x86 = 10x86 : 2 = 860:2 = 430

26x50 = 26x100 : 2 = 2600:2 =1300

44x25=44x100:2:2=4400:2:2=2200:2 =
1100

Quadro 10 — Principais estratégias de calculo mental e escrito na multiplicagao.
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Nas situagdes exemplificadas no quadro 10 sdo mobilizados, de for-
ma recorrente, dois tipos de conhecimentos, além das propriedades
ou relagdes identificadas: os produtos das tabuadas da multiplica-
cdo e factos bdsicos relativos a multiplicacdo. No exemplo 7x28,
apresentado no quadro 10, além do conhecimento de varios produ-
tos que envolvem o fator 7 (tabuada do 7), as criancas sabem que
7x20=140 porque 7x2=14; 7x30=210 porque 7x3=21; 7x25=175 por-
que 4x25=100 e 3x25=75. Adicionalmente, como se pode reparar a
partir da analise dos exemplos acima, a adequagdo das estratégias
depende, sobretudo, dos niumeros envolvidos na situagdo de calculo.

3.2.3. Algoritmos para a multiplicagao

Tal como ja vimos para a adigdo e para a subtragao, ha situagdes em
gue é util utilizar algoritmos de calculo para efetuar uma multiplica-
¢do. Ressalvamos, contudo, que a introducao de um algoritmo deve
ser bem ponderada e suportada por um bom desenvolvimento do
sentido de numero e, em particular, do cdlculo mental. A introdu-
cdo precoce de algoritmos de calculo vai limitar a predisposicdo para
a utilizacdo de estratégias flexiveis que, quotidianamente, sdo bem
mais Uteis do que qualquer algoritmo de calculo. Adicionalmente, do
ponto de vista pedagdgico, a crianga compreenderd melhor e terd
mais facilidade na utilizacdo de um algoritmo se tiver um bom célculo
mental.

Uma abordagem ao algoritmo tradicional da multiplicacdo pode
assentar na utilizagdo de um modelo retangular que estimule a de-
composicdo dos fatores nas suas diferentes ordens, evidenciando as
quantidades que estdo a ser operadas e estabelecendo uma cone-
Xdo com o conceito de area. Vejamos o exemplo da multiplicacdo de
14 por 12. Podemos desenhar em papel quadriculado um retangulo
de dimensdes 14 por 12, decompondo o comprimento de cada lado
numa légica decimal (14=10+4 e 12=10+2) (figura 31). Repare-se que
fazemos esta decomposicdo para evidenciar o numero de quadrados
gue existem em cada um dos 4 retangulos (verde, amarelo, azul e
vermelho) que resultam da decomposicao do retangulo original e que
sdo os produtos parciais que se obtém quando multiplicamos digito a
digito os fatores 14 e 12.
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10 4 g&‘%
26
40

10

168

Figura 31 — llustragdo da abordagem ao algoritmo tradicional da multiplicagdo com base
no modelo retangular.

Na imagem, fizemos corresponder a cor de cada um dos retangulos ao
registo dos produtos parciais no esquema vertical do algoritmo a direita.
Esta disposicao evidencia, de forma clara, o resultado desses produtos
parciais, estabelecendo as conexdes com o modelo retangular a esquer-
da. A area do retangulo pintado de vermelho corresponde a 4x2=8; a
area do retangulo pintado de azul corresponde a 2x10=20; a area do re-
tangulo pintado de verde corresponde a 10x4=40; e a area do retangulo
pintado de laranja corresponde a 10x10=100.

Estas conexdes reforcam a compreensao do raciocinio envolvido e per-
mitem suportar a compreensao dos passos necessarios para a utilizacao
do algoritmo tradicional na sua forma mais sintética. De facto, a partir
da exploragdo de exemplos diversificados, com base no modelo retangu-
lar, as criancas percebem com facilidade que, na multiplicacdo digito a
digito, ndo necessitam de registar os produtos parciais, podendo reduzir
o0 algoritmo. No exemplo acima corresponderia a registar na primeira
linha o resultado de 2x14 que é 28 (2x4=8, registam 8 unidades; 2x1=2,
registam 2 dezenas) e a registar na segunda linha o resultado de 10x14
que é 140 (1x4=4, registam 4 dezenas; 1x1=1, registam 1 centena). Nesta
situacdo ndo ha necessidade de transporte e permite fazer facilmente
esta redugao em termos de representagao.

Numa fase posterior é necessario confrontar os alunos com situacdes
em que ha transporte. Vejamos o exemplo de 49x12. Fazendo o registo
dos quatro produtos parciais ndo ha diferencas de maior, relativamente
ao exemplo anterior. Contudo, na forma mais sintética do algoritmo é
necessario perceber que em cada ordem teremos quantidades que po-
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dem resultar de um ou mais produtos parciais. Vejamos este exemplo,
passo a passo. Ao multiplicar 2 por 9, obtemos 18 (18 unidades), re-
gistamos 8 unidades e sobra uma dezena; de seguida, multiplicamos
2 por 4, obtemos 8 (8 dezenas), as quais temos de adicionar 1 dezena
gue tinha sobrado e registamos 9. Ficamos com 98 na primeira linha
que é o produto de 2 por 49. Finalmente, multiplicamos 1 por 9 que é
igual a 9 (9 dezenas) e registamos 90; de seguida, multiplicamos 1 por
4, que é 4 (4 centenas) e registamos 4. Ficamos com 490 na segunda
linha que é o produto de 10 por 49. Para determinar o produto de 49
por 12 basta adicionar 98 com 490. A figura 32 ilustra graficamente
estes passos.

49
x 12

98
90

588

Figura 32 — Exemplo de algoritmo tradicional da multiplicagdo

Do ponto de vista histdrico, parece-nos importante referir dois outros
algoritmos para a multiplicacdo que tém interesse pedagdgico, no con-
texto dos primeiros anos. Um desses algoritmos é o algoritmo da mul-
tiplicagao egipcio. Este algoritmo funciona uma vez que sabemos que
qgualguer niumero natural pode ser expresso, de forma Unica, através de
uma soma de poténcias de 2; de facto, isto corresponde a representacao
desse nuimero natural na base 2. O algoritmo utilizado pelos egipcios
pode ser descrito da seguinte forma: suponhamos que queremos obter
o produto de a por b, entdo:

1.2 escrevemos a ao lado de b e abaixo de a escrevemos por
ordem crescente todas as poténcias de 2 que sdo menores que @
(2°=1; 21=2; 22=4; 23=8; ...);

2.2 abaixo de b, em cada linha a partir da segunda, duplicamos o
valor da linha anterior;

3.2 de baixo para cima assinalam-se as linhas, cujos valores da
primeira coluna adicionados resultam no valor de g;
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4.2 adicionam-se os valores da segunda coluna das linhas mar-
cadas.

Parece complexo? Na realidade ndo é. Repare-se que basicamente basta
saber calcular dobros (o dobro de 43 é 86; o dobro de 86 é 172 e assim
sucessivamente). Vejamos um exemplo ilustrativo (figura 33) para o cal-
culo de 18x43, através destes 4 passos.

1.2 passo 2.2 passo 3.2 passo 4.2 passo
18 |43 18|43 18 |43 688+86=774
1 1143 1143 Logo 18x43=774
2 2|86 2|86
4 41172 41172
8 8344 8344
16 16 | 688 16 | 688

Figura 33 — Célculo do produto de 18 por 43, usando o algoritmo egipcio.

Podemos questionar se é indiferente tratar qualquer um dos fatores
como a ou como b. De facto, sim, contudo, é normalmente mais simples
colocar o menor a esquerda e o maior a direita, para evitar o nimero de
duplicagdes.

O outro algoritmo que gostariamos de apresentar é o algoritmo da ge-
losia. Ainda que seja semelhante ao algoritmo da gelosia para a adicdo,
tem algumas especificidades na multiplicacdo. Vejamos um exemplo
(82x437) que permite perceber a sequéncia de passos para utilizagdo
deste algoritmo (figura 34).
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1.2 passo - desenha-se uma gre-
Iha retangular com 3 colunas e 2
linhas; uma linha diagonal é de-
senhada através de cada um dos
seis retangulos.

Nota: o numero de colunas e linhas
deve corresponder ao numero de al-
garismos que compdéem cada nume-
ro.

2.2 passo - os produtos de cada
par de digitos sdo escritos nos re-
tangulos; as unidades abaixo da
diagonal e as dezenas acima da
diagonal.

3.2 passo — depois de efetuar as
adicoes ao longo das diagonais,
comecando pela direita, a res-
posta obtém-se através da leitura
dos algarismos obtidos (da direita
para a esquerda).

437x82 = 35834

Figura 34 — Célculo do produto de 437 por 82 com o algoritmo da gelosia.
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TAREFA 16

1. Considere o seguinte problema: “Na cantina da escola da Maria gasta-
ram-se, numa semana, 14 duzias de ovos. Quantos ovos se gastaram?” e
observe a seguinte resolucdo de uma crianga do 2.2 ano.

1.1. Analise a resolugao, explicitando as estratégias utilizadas.

2. Observe a forma como uma crianga do 2.2 ano calculou 4x32.

2.1. Analise a resolucgao, explicitando a estratégia X0 =

utilizada. Zf/’\SO:WC)

W0#I=123
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2.2. Antecipe outras estratégias que as criancas poderiam utilizar. Discu-
ta a sua adequacao.

3. Tradicionalmente as tabuadas sao abordadas a partir de situagdes
reais envolvendo a adi¢do sucessiva de objetos, n vezes. Contudo, esta
estratégia didatica ndo é potenciadora do uso diversificado de estraté-
gias de calculo mental, na construgao das tabuadas. Sao mais interessan-
tes, do ponto da aprendizagem, propostas didaticas que visem o uso das
propriedades da multiplicacdo e o uso de relagées numéricas. Discuta o
alcance desta afirmacao e apresente uma proposta para abordagem da
tabuada do 6.

4. Calcule mentalmente, explicitando o raciocinio e identificando as pro-

priedades e relagdes numéricas utilizadas.
a)21x62 b) 18 x 5 c)4x13x25

d) 39 x 13 e) 44 x 50 f) 2 x 540




OPERAGOES NOS PRIMEIROS ANOS | 145

5. Efetue a operagao 125 x 45, recorrendo ao:

(a) algoritmo da gelosia.

(b) algoritmo egipcio.

3.3. Divisao

3.3.1 Sentidos da divisdao

Na divisdo podemos considerar trés sentidos distintos em funcdo do
contexto: a divisdo como partilha, a divisao como medida e a divisao
como razao.

O sentido de partilha pode ser ilustrado com o seguinte exemplo: “A
Maria distribuiu igualmente os 24 bombons por 4 criancas. Quantos
bombons recebeu cada crianga?”. Nesta situacdo, uma dada quantidade
(24 bombons) é repartida igualmente por um dado nimero de recetores
(4 criangas) e pretende-se determinar com quantos bombons fica cada
crianga, considerando a partilha equitativa, isto é, pretende-se determi-
nar o tamanho dos grupos.

O sentido de medida pode ser ilustrado com o seguinte exemplo: “Te-
mos 24 bombons e queremos fazer saquinhos com 4 bombons cada um.
Quantos saquinhos conseguimos fazer?”. Neste caso, é dado o nimero
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total de objetos (24 bombons) e o numero de objetos de cada grupo
(4 bombons) e pretende-se determinar o nimero de grupos. Apesar de
ambas as situacGes serem modeladas pela mesma expressdo numérica
(24:4), representam, na realidade, operacGes mentais diferentes, muito
dependentes das carateristicas dos contextos, como detalharemos mais
adiante.

O sentido de razdo, mais complexo que os anteriores, ndo envolve par-
ticdo ou agrupamento, mas antes a ideia de comparagdo entre duas
quantidades, ou seja, € a comparacao entre duas medidas da mesma
grandeza. Como exemplo de uma situagdo envolvendo o sentido de ra-
zdo temos: “Num folheto, existem dois modelos de televisdo. O modelo
A que custa 900€ e o modelo B custa 300€. A televisdo A custa quantas
vezes mais que a B?”. Nos primeiros anos, espera-se que as criangas per-
cebam que o custo do primeiro é o triplo do custo do segundo e, por
outro lado, a custo do segundo é a terga parte do custo do primeiro.

O quadro 11 sistematiza os sentidos da divisao, ilustrando-os com novos
exemplos.

Operagdo | Sentido Descrigao Exemplos
Situagdes em que se pro- | Um hotel recebeu uma encomen-
cura determinar o numero | da de 56 rosas e pretende repar-
Partilha | de objetos de cada grupo. | ti-las igualmente pelas 7 jarras da
rece¢do. Quantas rosas colocardo
em cada jarra?

SituagGes em que se pro- | Um museu recebeu, numa manhd,
Divisdao Medida | €ura determinar o nimero | 48 criangas. A visita é feita em gru-
de grupos. pos de 8 criangas. Quantos grupos

foram feitos?
Situagdes em que se su- | O pai do Martim mede 1,80m e o
Razso | 88re @ comparagdo entre | irmdo mais novo do Martim mede
duas medidas da mesma | 0,90m. Qual é a relagdo entre as

grandeza. duas alturas?

Quadro 11 — Sentidos da divisdo.

Tradicionalmente, tendemos a pensar que um problema que envolve a
divisdo como partilha é mais simples para os alunos do que um proble-
ma que envolve a divisdo como medida. Esta concegdo, alicercada na
percecdo que partilhar é uma ideia mais familiar para as criangas, leva,
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muitas vezes, os professores a privilegiar os contextos de partilha em
detrimento dos contextos de medida. Contudo, se analisarmos as estra-
tégias iniciais, usadas pelas criancas, na resolucdo de problemas de um e
de outro tipo, verificamos que: (i) nos problemas de partilha, as criangas
tendem a distribuir os objetos, um a um, pelos grupos, o que é uma es-
tratégia pouco eficaz, além de propiciar o erro; ii) nos problema de medi-
da, as criancas tendem a usar a adi¢do (ou a subtracao) e a multiplicacdo
(enquanto operacdo inversa da divisdo).

Defendemos que os dois tipos de problemas devem ser colocados aos
alunos, de modo a que percebam as relagdes que existem entre eles.
Independentemente do sentido da operagao, quando os alunos conse-
guirem perceber a relacdo existente entre a multiplicacdo e a divisao,
ganhardo desembaraco na resolugao dos problemas dos dois tipos. O re-
curso ao modelo retangular € uma importante ferramenta para tornar vi-
sivel essa relagdo, ao mesmo tempo que relaciona, na exploragao de um
mesmo contexto, o sentido de partilha e o sentido de medida. Vejamos
o exemplo de um tabuleiro retangular onde se vao dispor 40 bolachas,
organizadas em filas com o mesmo numero de bolachas. Se pensarmos
em problemas a enunciar, surgem dois de imediato:

i) Se colocarmos 8 bolachas em cada fila, quantas filas tera o ta-
buleiro?
ii) Se fizermos 5 filas, quantas bolachas tera cada fila?

No primeiro problema que é de medida, as criangas podem pensar (e
organizar) filas de 8 bolachas, reconhecendo que fazem 5 filas de 8 bo-
lachas; dando significado as expressdes 5x8=40 e 40:8=5. No segundo
problema que é de partilha, as criangas podem pensar (e organizar) 5
filas, procurando o tamanho das filas, que tem de ser de 8 bolachas;
dando significado as expressdes 8x5=40 e 40:5=8. A compreensdo destas
relacbes deve assentar, por um lado, na visualizacdo e analise de mo-
delos ativos e pictdricos das duas situagles; e, por outro, numa intensa
discussdo entre os alunos, com o professor envolvido, naturalmente, de
modo a que sejam evidenciados os aspetos relevantes ndo sé de cada
um dos problemas, mas sobretudo das relagdes entre os dois problemas.

O uso da multiplicagdo é, de facto, uma ferramenta potente que aparece
de forma natural como estratégia de resolugao de problemas de medi-
da e que pode depois ser utilizada, quando compreendida, também nos
problemas de partilha. Alids, ao nivel do cdlculo mental, quando reco-
nhecemos a relagdo entre divisdo e multiplicacdo, é a ela que recorre-
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mos para determinar um quociente. Por exemplo, num restaurante para
dividir uma despesa de 60€ por 4 pessoas, pensamos no numero que
multiplicado por 4 é igual a 60 (60:4=15 porque 4x15=60).

Em sintese, durante a fase de formacdo de conceitos e procedimentos
relativamente a divisdo, os alunos devem contactar com problemas mui-
to diversificados onde tenham oportunidade de usar estratégias infor-
mais e, gradualmente, ir substituindo estratégias informais ou formais
de natureza aditiva ou subtrativa, por estratégias formais multiplicativas,
até que a relagdo entre multiplicacdo e divisdo possa, de forma simples,
ser explicitada na forma a:b=c porque cxb=a.

No estudo da divisdo, para além da atengao aos seus diferentes sentidos,
é importante ter em atencdo que ha situacGes em que é fundamental
dar sentido ao resto, quando a divisdo inteira ndo é exata. Na divisdao
ndo exata, ao operar, determinamos um quociente e um resto e se, em
alguns problemas, o resto ndo é importante, noutros, considerar o resto
é essencial para responder corretamente. De facto, no estudo da divi-
sdo, os alunos devem ser confrontados com situa¢des que produzam um
resto e devem ser capazes de perceber o que esse resto significa, qual
o seu valor maximo para um dado divisor e como interpreta-lo em dife-
rentes contextos. O quadro 12 sistematiza situacdes de divisdo ndo exata
em que o resto assume diferentes papéis.

Papéis do resto

Exemplos

O resto, ndo sendo a resposta ao proble-
ma, tem de ser considerado para respon-
der corretamente.

Para um jantar estdao convidadas 30 pes-
soas. Em cada mesa podem sentar-se 8
pessoas. Quantas mesas sao necessarias?

Para responder corretamente, o resto
nao deve ser considerado.

Para fazer um bolo sdo precisos 4 ovos.
Quantos bolos se podem fazer com 17
ovos?

O resto é a resposta ao problema.

O Mateus tem 26 cromos para arrumar
igualmente em 5 carteiras. Quantos cro-
mos ficam por arrumar?

Ndo pode haver resto (a resposta inclui
uma parte fracionaria).

O Jodo comprou 4 pizas pequenas para
repartir, igualmente, entre si e mais 2 ami-
gos. Que quantidade de piza calha a cada
um?

Quadro 12 — Diferentes papéis do resto da divisdo ndo exata, num contexto de resolu-

¢ao de problemas.
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Frequentemente, observamos alguma falta de rigor no uso do sinal
de igual na escrita de proposicdes em que a operagao divisdo estd
presente. Se na divisdo de 20 por 5 ndo ha qualquer problema em es-
crever 20:5=4, ja quando a divisdo ndo é exata ha que ter maior cui-
dado. Por exemplo, na divisdo de 21 por 5, ndo ha um numero natural
que multiplicado por 5 dé 21. Neste caso, existem dois inteiros, 0 4 e
o 1, designados respetivamente por quociente e resto que verificam a
igualdade: 21=5x4+1. Adicionalmente, aforma de escrever corretamente
umaproposicdao que envolva a designacdo 21:5 é escrever que

21:5=4+ < . Na sala de aula, o professor devera evitar a escrita de propo-
sicOes nestas situagdes, levando os alunos a registar de forma indepen-
dente o quociente e o resto da divisdo (Q=4; r=1).

3.3.2. Calculo mental e escrito na divisao

Atendendo ao momento em que colocamos problemas de divisdo aos
alunos, a maioria das vezes quando estes ja trabalharam as outras ope-
racGes elementares, é natural que recorram aos conhecimentos das ou-
tras operagdes para pensar nas situagdes de divisdo. Isto significa que as
criangas vao, naturalmente, usar uma multiplicidade de estratégias. Uma
estratégia comum nos problemas de medida é usar precisamente a medi-
da (tamanho dos grupos) e repeti-la de forma aditiva (ou subtrativa) até
obter uma quantidade igual ao dividendo. Esta estratégia é visivel quan-
do, num contexto em que se pergunta quantas jarras sao precisas, quan-
do temos 15 rosas e se colocam 3 rosas em cada jarra, as criangas fazem
3+3+3+3+3=15 ou 15-3-3-3-3-3=0 e respondem que sao precisas 5 jarras.
Ainda que semelhante a esta, mas mais sofisticada é usar a operac¢do inver-
sa, como alids ja referimos na seccdo anterior, e procurar imediatamente
o numero que multiplicado por 3 é igual a 15. Esta estratégia € muito ade-
guada quando o divisor é uma poténcia de 10. Por exemplo, 240:10=24,
porque 10x24=240. Mais uma vez temos a relagdo inversa como suporte
do cdlculo mental. A estratégia de uso da operagao inversa, que pode ser
utilizada também a problemas de partilha, pode envolver o uso intuitivo
da propriedade distributiva da multiplicacdo em rela¢do a adicdo. Como
exemplo, consideremos a divisdo de 144 por 12. A crianga pode pensar em
10x12=120 e 2x12=24 e concluir que 144:12=12. Estes exemplos reforcam
a importancia do desenvolvimento do calculo mental multiplicativo como
suporte ao calculo mental em situacdes de divisdo, pelas conexdes que
existem entre uma e outra operagao.
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Salientariamos ainda outras trés estratégias de cdlculo mental muito
Uteis na divisdo. A primeira assenta na ideia de metade e quarta parte
(em relacdo com a ideia de dobro e de quadruplo). Por exemplo, para
calcular 240:4, as criancas podem pensar na metade da metade, isto é
fazer 240:2:2 = 120:2 = 60. A segunda é a estratégia de substituicdo.
Por exemplo, para calcular o quociente de 230 por 5, a crianca pode
dividir por 10 e compensar, o que corresponde a fazer 230:10x2 = 23x2
= 46. Finalmente, a terceira estratégia, usa a distributividade da divisao
relativamente a adigdo, a direita. Por exemplo, para dividir 135 por 5, a
crianga pode decompor o 135 em 100+35 e pensar 100:5 + 35:5 = 20+7
= 27. Neste caso, temos uma decomposicdo decimal. Outro exemplo,
agora de decomposicao ndo decimal seria, por exemplo, para dividir 72
por 4, pensar em 40:4 + 32:4 = 10 + 8 = 18. Salientamos, contudo, que
é importante que as criancas percebam que, ao contrdrio da multipli-
cacgdo, na divisdo ndo se verifica distributividade a esquerda, isto é, por
exemplo, para dividir 60 por 12, ndo podem dividir 60 por 10 e adicionar
este quociente ao quociente que resulta da divisdo de 60 por 2.

No quadro 13 apresenta-se uma categorizagdo para as estratégias de cal-
culo mental e escrito apresentadas nos paragrafos anteriores, ilustran-
do-as com novos exemplos.

Estratégia Exemplos

99:11 =9 porque 9x11=99

Uso da operacdo inversa | 130:10 = 13 porque 13x10=130
210:15 = 14 porque (10x15+4x15=210)
160:4 = 160:2:2 =80:2 =40

120:8 =120:2:2:2 =60:2:2=30:2 =15

Uso da relagdo dobro/
metade

90:5 = 90:10 x2 = 9x2 =18
650:50 = 650:10 x2 = 65x2 =130
330:6 = 300:6 + 30:6 = 50+5 = 55
Decomposicdo 81:3= 60:3 +21:3 = 20+7 = 27

Substituicao

Quadro 13 — Principais estratégias de calculo mental e escrito na divisao.
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Como é facil de perceber, pelos exemplos que ja apresentamos, as es-
tratégias adequam-se a determinados numeros (ou rela¢gdes entre nu-
meros) e ndo a todos. Devem por isso ser vistas como adequadas num
contexto de sentido de numero, em que a flexibilidade para calcular é
um principio importante.

E importante salientar ainda que as estratégias identificadas no quadro
13 devem ser desenvolvidas pelos e com os alunos, de modo flexivel,
apostando na sua compreensdo, no contexto de tarefas significativas. Es-
tas tarefas podem ter a intencionalidade de estabelecer conexdes inter-
nas entre as operagoes e a algebra, em particular no estudo de igualda-
des aritméticas, envolvendo expressdes numéricas equivalentes. Alias,
a preocupacao de aprofundamento da compreensao do sinal de igual
deve estar sempre presente no registo de estratégias de calculo mental,
em qualquer uma das quatro operac¢des elementares.

3.3.3. Algoritmos para a divisao

A investigacdo em Educacao Matematica nas ultimas décadas tem vindo a
mostrar a dificuldade de aprendizagem do algoritmo tradicional da divi-
sdo, por ser demasiado sintético e exigir varios calculos intermédios que
nao sao registados. Quando falamos de algoritmo tradicional estamos a
fazé-lo do ponto de vista da realidade portuguesa ja que, em muitos dos
paises anglo-saxdnicos, ele ndo é utilizado. De facto, o algoritmo tradicio-
nal é de dificil aprendizagem e quando nado é utilizado frequentemente é
facilmente esquecido, porque implica a memorizagao, quase sempre sem
compreensdo, de um conjunto de regras de manipulacdo dos digitos, onde
o sentido de nimero estd pouco presente. Diriamos mesmo que este al-
goritmo trabalha contra o sentido de nimero ja que as criancas deixam de
pensar na grandeza dos numeros envolvidos, o que vai limitar de forma
expressiva, por exemplo, a capacidade de avaliar a razoabilidade dos resul-
tados obtidos e a sensibilidade para procurar erros.

Comecemos por analisar um exemplo concreto. Para dividir 2667 por 25,
com o algoritmo tradicional, separamos os digitos do dividendo de modo
a obter a esquerda um valor superior ao divisor, neste caso 26 e temos de
pensar: “quantas vezes o 25 cabe no 26?”. Cabe uma vez, logo o valor de
maior ordem do quociente é 1. Continuamos multiplicando 1 por 25 que
da 25 e calculamos a diferenga entre 26 e 25 que é 1. Os passos descritos
acima correspondem ao registo do esquema mais a esquerda da figura 35.
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2667 | 25 2667 | 25 2667 | 25
1 1 16 |10 167 | 106
17

Figura 35 — Esquematizagdo da sequéncia de passos do algoritmo tradicional na divisdo
de 2667 por 25.

A realizagdo do algoritmo continua, com a a¢do de baixar o algarismo 6
(das dezenas) e aqui surge um caso particular deste algoritmo. Teriamos
de dividir 16 por 25, contudo, o quociente é menor que 1, entdo temos
de colocar zero no quociente. Continuamos baixando o 7. Ficamos com
0 numero 167 para dividir por 25. O procedimento indica que pensemos
assim: “em 16, quantas vezes ha 2?”, repare-se que estamos a olhar para
as quantidades correspondentes de maior ordem. A resposta é 8, pelo
gue devemos colocar 8 no quociente. Contudo, iriamos verificar, multi-
plicando 8 pelos algarismos de 25 que obteriamos um produto superior
a 167. O algoritmo diz-nos que, nesta situagao, devemos reduzir sucessi-
vamente o valor do algarismo até que o produto obtido seja menor que
167. Se experimentarmos o 7 vamos verificar que ainda ultrapassa. Ve-
rificando o 6, determinamos um produto menor que 167 e calculamos,
pela diferenca, que o resto é 17. Portanto, o quociente é 106 e o resto
é17.

Em algumas variantes deste algoritmo, registam-se passos intermédios,
em particular, a subtracdo, debaixo do dividendo, dos produtos que se
obtém quando se multiplicam os digitos do quociente pelo divisor.

Ora, defendemos que aos alunos devem ser dadas oportunidades de
construir, compreender e usar algoritmos que sejam coerentes com
uma légica de desenvolvimento de sentido de nimero e, se possivel,
que suportem esse desenvolvimento. Existe um algoritmo, amplamente
usado noutros paises, que nos permite assegurar estes principios, é o
algoritmo da divisdo por estimativa do quociente. Este algoritmo pode
assumir diferentes formas de registo. Optaremos por uma que se apro-
xima da forma de registo do algoritmo tradicional, apesar das diferencas
profundas entre os dois.

No algoritmo por estimativa do quociente ha duas ideias centrais: i) de-
vemos sempre pensar globalmente nos nimeros envolvidos, isto &, na
sua ordem de grandeza; ii) o procedimento, ainda que tenha flexibilida-
de, assenta na realizacdo de boas estimativas do quociente a partir de
produtos de referéncia. E importante referir que a segunda ideia subjaz
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a necessidade de uma boa proficiéncia de cdlculo mental multiplicativo,
em particular na multiplicacdo por 10, 100 ou 1000 e nas relagdes do-
bro/metade.

Retomemos o exemplo usado acima, 2667:25. O primeiro passo é de-
terminar um produto, o mais proximo possivel do dividendo, operando
o divisor por um numero redondo. Facilmente verificamos que é possi-
vel fazer 100 grupos de 25, porque 100x25=2500 (valor que é bastante
préximo do dividendo). Sabemos que o quociente €, pelo menos, 100,
entdo registamos esse valor e retiramos 2500 a 2667. Repare-se que esta
subtragdo é muito simples e pode ser feita mentalmente, alids como vai
aconteceu quase sempre, porque sdo utilizados nimeros redondos. Ve-
rifica-se que falta dividir 167 por 25. Quantos grupos de 25 hd em 1677
Ora sabiamos que 10x25=250, entdo, se pensarmos na metade, verifica-
mos que 5x25=125. Podemos fazer mais 5 grupos de 25. Registamos 5 no
guociente e subtraimos 125 a 167. Resta dividir 42 por 21. Com 42 s6 é
possivel fazer um grupo de 25 e sobram 17. Finalmente, para determinar
0 quociente, basta adicionar os grupos formados (100+5+1=106).

Este processo estd ilustrado na figura 36.

2667 | 25
- 2500 | 100
167
-125
42
25 |1
17| 106

1x25=25

10x 25 =250
2 100 x 25 = 2500 2

Figura 36 — Exemplo do célculo da divisdo de 2667 por 25 pelo algoritmo da estimativa
do quociente.

Propositadamente, apresentdmos o algoritmo sem referir qualquer con-
texto. Contudo, a sua compreensdo é ainda mais simples se dermos con-
texto aos numeros. Imagine que estamos a falar de 2667kg de batatas
que foram colhidas numa herdade e que vao ser ensacadas em sacos de
25kg e pretende-se saber quantos sacos se poderao fazer. Uma pergunta
a colocar é se conseguiremos obter 1, 10, 100, 1000 sacos? E evidente
gue o nimero 100 é um bom numero aproximado para os sacos possi-
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veis. Adicionalmente, conclui-se facilmente que dos 2667kg, 2500kg fi-
cam ensacados nos 100 sacos (porque 100x25=2500). Basta pensar em
quantos sacos sao precisos para ensacar os 167kg restantes e assim su-
cessivamente.

Numa fase inicial de trabalho com o algoritmo, o nivel de adequagado das
estimativas pode ser muito diferente de aluno para aluno, mas a me-
dida que o trabalho vai progredindo estas vao sendo otimizadas. Diria-
mos alids, que esta dimensao flexivel do algoritmo, permite um melhor
ajustamento a diversidade de alunos que existem na sala de aula, sendo
coerente com principios de respeito pela equidade. A figura 37 procura
ilustrar essa diversidade para a divisao de 376 por 6.

376 |6 1x6=6 376 |6 1x6=6
-120 ? 10x6=60 -300 | 50 10x6=60
256 20x6=120 76 100x6=600
-120] 20 2x6=12 -60 |10 50x6=300
136 16
-120| 20 -12) 2
16 4162
-121 2
4162

Figura 37 — Dois exemplos do calculo da divisdo de 376 por 6 pelo algoritmo da estima-
tiva do quociente.

A figura 37 ndo representa uma outra escolha usada por alguns alunos,
gue é optar pelo quociente 10 e fazer sucessivamente grupos de 10. Esta
escolha é normalmente morosa. Contudo, é importante que sejam os
alunos a perceber que podem reduzir o nimero de passos se fizerem
uma melhor estimativa inicial. Na resolucao da esquerda, representa-se
um nivel intermédio de proficiéncia em que, a partir do produto por 10,
se fez a duplicacdo, optando por usar sucessivamente grupos de 20. Na
resolucdo da direita temos uma resolu¢ao mais otimizada, que recorre
a um agrupamento de 50, o que reduz o nimero de passos necessarios.
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Do ponto de vista da aprendizagem, é estratégico que, inicialmente, se-
jam propostos aos alunos situacdes envolvendo nimeros pequenos que
permitam a compreensdo do algoritmo e uma solucdo rapida e sé depois
divisGes que envolvam ndimeros maiores. Gostariamos de reforgar outra
dimensao, ja referida anteriormente, que é a necessidade de ter existido
um trabalho prévio, consistente, ao nivel do desenvolvimento do cdlculo
mental e escrito na multiplicacdo e na divisdo. De nada serve introduzir
este algoritmo se a crianca ndo é capaz de calcular rapidamente produ-
tos de referéncia e, a partir destes, calcular produtos que resultam da
variacdo de um fator. Por exemplo, na divisdo de 1698 por 83, se esti-
marmos usando o fator 10 (10x83=830) é importante reconhecer que a
duplicacdo é muito adequada (20x83=1660); o mesmo pode acontecer
com a metade, por exemplo na divisdao de 474 por 83, em que usando
o fator 10 temos 10x83=830 e o recurso a metade (5x83=415) permite
uma excelente estimativa.

O algoritmo da divisdo por estimativa do quociente tem iniUmeras vanta-
gens do ponto de vista da aprendizagem:

i) ndo existe qualquer descontinuidade entre a aprendizagem
do algoritmo quando o divisor tem 1 algarismo ou quando tem
mais algarismos, ao contrario do que acontece com o algoritmo
tradicional;

ii) a dimensdo compreensiva dos processos envolvidos da con-
fianga a crianga e permite-lhe experienciar sucesso na divisdo;

iii) a aprendizagem deste algoritmo resiste a passagem do tempo
porque é significativa e assenta na compreensdo e ndo na me-
morizagao;

iv) facilita a avaliacdo da razoabilidade do quociente obtido, no
contexto dos numeros envolvidos e influencia positivamente a
capacidade de avaliar a importancia do resto num problema co-
locado.

Do ponto de vista histdrico, é importante referir outro algoritmo, o algo-
ritmo da divisdo egipcio, que mais ndo é que o retomar do algoritmo da
multiplicagdo egipcio apresentado anteriormente. Alids, para um escriba
egipcio, dividir a por b significava pensar por quanto tinha de multiplicar
b para obter a.

Suponhamos que queremos obter o quociente de a por b; o algoritmo
utilizado pelos egipcios pode ser descrito da seguinte forma:
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1.2 escrevemos a ao lado de b e abaixo de a escrevemos 1 (2°) e
abaixo de b repete-se b;

2.2 nas linhas seguintes, escrevemos sucessivamente os dobros
dos nimeros anteriores, até que a soma dos niumeros da coluna
do divisor permitam obter o valor do dividendo;

3.2 assinalam-se, na segunda coluna, os numeros que adicio-
nados igualem ou se aproximem do valor do dividendo (sem o
ultrapassar), subtraindo-os sucessivamente aquele. O resultado
obtido é o resto;

4.2 a soma das poténcias de 2 assinaladas é o quociente; o resto
resulta da diferenca entre o dividendo e a soma dos nimeros
assinalados na 2.2 coluna.

Vejamos um exemplo ilustrativo (figura 38) para o célculo de 812:39,
através destes 4 passos.

1.2 passo 2.2 passo 3.2 passo 4.2 passo
812 |39 812 | 39 812 |39 Q=16+4=20
1139 1139 1139 R =812-(624+156) =
812-780 =32
2178 2178
41156 4156
81312 81312
16 | 624 16 | 624

Figura 38 — Calculo do quociente e do resto da divisao inteira de 812 por 39 usando o
algoritmo egipcio.
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TAREFA 17

1. Formule dois problemas, um envolvendo com o sentido de partilha e
outro com o sentido de medida.

2. Calcule, mentalmente, explicitando o raciocinio utilizado.

a)32:4 b) 410: 5 c) 225 : 25

d)240:6 e)90:5 f) 60 : 6

3. Efetue as seguintes operagdes, recorrendo ao algoritmo da estimativa
do quociente.

a)835:24 b) 1219 : 53 c) 6434 :134

4. Efetue as operagdes recorrendo ao algoritmo egipcio.
a) 528 : 12 b) 1341 : 26 c) 3475 : 54
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Exercicios e problemas globais

1. Faca corresponder cada item da coluna A a um item da coluna B.

Coluna A - Problema

Coluna B - Sentido

| - Uma caixa de ovos tem 12 ovos. Quantos ovos
tém 8 caixas?

Il — Para a festa da escola, professor de musica
ensaiou um coro com 36 participantes. Saben-
do que estardo organizados em filas de 9 alunos,
quantas filas tera o coro?

Il — O Jodo tem 48 berlindes que quer organizar
em sacos com o mesmo nhumero de berlindes.
Tem 8 sacos. Quantos berlindes ficam em cada
saco?

IV — Com 4 sabores de gelado e 3 topings dispo-
niveis, quantas tacas diferentes se podem fazer,
usando um sabor e um toping?

A —Medida

B - Partilha

C — Aditivo

D — Razao

E — Combinatodrio

F- Completar

2. Considere o seguinte problema: “Uma mesa custa 89€ e outra mesa
custa 135€. Qual a diferenca de precos entre as mesas?”

a) Identifique o sentido da subtragdo presente no problema.

~

~
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b) Analise as estratégias usadas pelos seguintes alunos:
Aluno A: 89+1=90; 90+10=100; 100+35=135; 1+10+35=46

Aluno B: 135-100=35; 35+11=46

4 )

N /

3. Utilizando as propriedades da multiplicacao e relagdes numéricas que
conhece, resolva as seguintes operacoes, mentalmente. Explicite o ra-
ciocinio efetuado e as propriedades utilizadas.

a) 39x13 b) 5x13x2x10 c) 44x102 d) 5x264

4 )
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4. Observe a forma como um aluno do 3.2 ano resolveu o seguinte pro-
blema: “Um saco de gomas custa 1,60€. Quanto custam 6 sacos de go-
mas?” (Mendes, 2012).

10X 6o =16
E}?L»{f&"gt 6f<- 'f’.éfa‘: %695

a) Analise a resolucdo apresentada, evidenciando a relagdo numéri-
ca e a propriedade usada pelo aluno.

4 N

N /

b) Apresente um exemplo de produtos de nimeros que estimule,
de forma evidente, o uso da propriedade comutativa, para facilitar
o célculo mental.

4 N




OPERAGOES NOS PRIMEIROS ANOS | 161

5. Considere o seguinte problema. “A Rita quer arrumar os seus 36 livros
em caixas. Sabendo que cada caixa leva 7 livros, quantos livros ficam por
arrumar?”.

a) ldentifique o sentido do problema.

4 N

N /

b) Indique o papel que o resto assume no contexto do problema
apresentado.

4 N

N /

c) Discuta outros papéis que o resto pode assumir no contexto do
estudo da divisdo e complemente a sua resposta com exemplos de
problemas que evidenciam esses diferentes papéis.

4 N

N /
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6. Efetue as seguintes operacbes recorrendo ao algoritmo egipcio.

a) 58x34 b) 1271:45

K

N

~

/

7. Efetue as seguintes operacdes com recurso ao algoritmo da estimativa

do quociente.

a) 1723: 42 b) 8993:62

K

~
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